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TO‘G'RI TO'RTBURCHAKDA IKKITA ICHKI TIP O‘ZGARISH CHIZIG IGA EGA
BO‘LGAN ARALASH TIPDAGI TENGLAMA UCHUN DIRIXLE MASALASI

3A0AYA OMPUXIE ANA YPABHEHUA CMELLAHHOIO TUMNA C ABYMA IMHUAMU
NEPEXOMOA B NPAMOYIOJIbHOU OBJIACTHU

THE DIRICHLET PROBLEM FOR A MIXED-TYPE EQUATION WITH TWO VARIABLE
BOUNDARY CONDITIONS IN A RECTANGLE

Karimov Kamoliddin To‘ychiboyevich'
'Farg‘ona davlat universiteti, fizika-matematika fanlari doktori, dotsent

Akbarova Oydinoy Maxsudali gizi?
’Farg‘ona davlat universiteti, matematika yo‘nalishi, magistrant

Annotatsiya
Ikkita ichki perpendikulyar tip o‘zgarish chizigiga ega bo‘lgan elliptik-giperbolik tipdagi tenglama uchun to‘g'ri
to'rtburchakda birinchi chegaraviy masala o‘rganilgan. Masala yechimining yagonaligi va mavjudligi isbotlangan.
Yechimning yagonaligini isbotlashda masalaning xos funksiyalari sistemasining L2 fazoda to‘laligidan foydalanilgan.

Masalaning yechimini esa qator ko'rinishida qurilgan va kichik maxrajlar muammosi paydo bo‘lgan. Maxrajning noldan
farqli ekanligi ko‘rsatilgan.
AHHOMauus
U3ydeHa nrepsasi Kpaesass 3adaya Ond ypasHeHUs 3anunmuko-eunepbonuyeckoeo muna ¢ 08yMs
neprneHOUKYISAPHbIMU ~ 8HYMPEHHUMU JTUHUSIMU  USMEHEeHUS muna U crekmparnbHbiM napamempom. [lokasaHbl
eduHcmeeHHOCMb U cyujecmeosaHue peweHusi. [lpu dokazamenbcmee eOUHCMBEHHOCMU UCMOMb3yemcsi MosiHoma 6

npocmpaHcmee L2 cucmembl, 6UOPMO20HANLHO  COMPSXKEHHOU € cucmemol  cobCcmeeHHbIX — QhyHKYUU

coomeemcmeyroweli 00HomepHoU 3adayqu. [lpu nocmpoeHuu peweHusi 8 sude cymMmbl psida Mo buopmozoHanbHoOU
cucmeme yHKYuUll 803HUKaem rpobrema Marnbix 3HameHamened. [lonydeHbl oueHku 06 omdenumocmu
3HameHamenetl om Hyns.
Abstract

The first boundary value problem for an elliptic-hyperbolic type equation with two internal perpendicular type
change lines has been studied in a rectangular domain. The existence and uniqueness of the solution to the problem
have been proven. The uniqueness of the solution was established using the completeness of the system of
eigenfunctions in the corresponding space. The solution to the problem was constructed in the form of a series, leading
to the issue of small denominators. It was shown that the denominator is nonzero.

Kalit so‘zlar: aralash tipdagi tenglama, Dirixle masalasi, yechimning mavjudligi va yagonaligi, spektral usul.

Knroyeeble cnoea: ypasHeHue cmewaHHo20 mura, 3adaya [upuxne, eQUHCMEEHHOCMb, CyuiecmeosaHue
peweHusi, crekmparsbHbil Memoo.

Key words: mixed-type differential equation, Dirichle problem, existence and unique of the problem, spectral
method.

KIRISH
Ichki tip o‘zgarish chizig‘iga ega bo‘lgan aralash tipdagi tenglamalar uchun chegaraviy
masalar ko'plab tadgigotchilarning e’tiborini tortgan va hozirgi kunda ham bu mavzu giziqarli va
dolzarb mavzulardan biri bo‘lib golmoqda. Bu mavzu bo‘yicha dunyoning turli burchaklarida ko‘plab
tadqigotchilar ish olib bormoqdalar. Bu tadqigotlarda to‘g'ri to‘rtburchakda ichki tip o‘zgarish
chizig‘iga ega bo‘lgan aralash tipdagi turli xil tenglamalar uchun Dirixle masalasi o‘rganilgan.

l 2025Ne2 11 l
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ADABIYOTLAR TAHLILI VA METODOLOGIYA
[2] ishda Trikomi masalasi klassik aralash tipdagi tenglamalar uchun yechilgan bo'lib, unda

giperbolik gism tenglamaning xarakteristikalari va tip o‘zgarish chiziglari bilan chegaralangan ikkita
sohadan iborat. Bu masalaning yetarlicha sharhlari mavjud.

lkkita ichki tip ozgarish chizigiga ega tenglama uchun chegaraviy masala [3] ishda
o‘rganilgan. Birinchi gism to'rtta elliptik gismdan va to‘rtta giperbolik gismdan, ikkinchi gism esa
berilgan tenglamaning xarakteristikalari va tip o‘zgarish chiziglari bilan chegaralangan.

Tranzonik gazga oid ba’zi masalalar [4] ishda ko‘rsatilgan. Bu masalar aralash tipdagi
tenglamalar uchun Dirixle masalasiga keltiriladi.

[5] ishda Lavrentev tenglamasi uchun Dirixle masalasining notog‘ri qo‘yilganligi
isbotlangan. Keyinchalik aralash tipdagi tenglamalar uchun Dirixle masalasi ko‘plab
tadqigotchilarning e’tiborini tortgan, jumladan [6—11] ishlarni sanab o‘tish mumkin. Bu ishlarda
ichki tip o‘zgarish chizigiiga ega bo‘lgan aralash tipdagi tenglamalar uchun Dirixle masalasini

yechishning yagonaligi ekstremum prinsipi va integral ayniyatlar usuli yordamida, uning mavjudligi
esa o‘zgaruvchilarni ajratish usuli yordamida isbotlangan.

[12,13] ishda esa to‘rtburchak soha chegarasida ichki tip o‘zgarish chizig‘iga ega bo‘lgan
aralash tipdagi tenglama uchun Dirixle masalasi o‘rganilgan. Spektrlar analiz usuli yordamida
yagonalik mezoni o‘rnatilgan va masalaning yechimi xos funksiyalar sistemasining yig‘indisidan
iborat gator ko'rinishida qurilgan.

Spektral analiz usuli yordamida singulyar koeffitsentli aralash tipdagi tenglamalar uchun
chegaraviy masalalar bilan AK.O'rinov va K.T.Kamoliddinoviar [17] ,[18] ishlarda
shug‘ullanishgan.

Mazkur ishda spektral parametrga ega bo‘lgan ikkita ichki perpendikular tip o‘zgarish
chizig‘iga ega bo‘lgan tenglama uchun to‘rtburchak sohada Dirixle masalasi uchun spektral
masalaning xos giymatlari topilgan. Yechimning yagonalik shartlari qo‘yilgan va (2)-(5)masalaning
yechimi gator ko‘rinishida qurilgan. llgari bu g‘oya giperbolik tipdagi tenglamalar uchun
boshlang‘ich chegaraviy masala yechimining yagonaligini isbotlash uchun [14] va bir aralash

tipdagi tenglama uchun [12] ishlarda qo‘llanilgan. (2)-(5) masala yechimining mavjudligini
isbotlashda, xuddi [15,16,12] kabi “ kichik maxrajlar muammosi” deb ataladigan muammo yuzaga

keladi, bu esa (2) funksiyalar sinfida tuzilgan qatorlarning yaqinlashuvchiligini isbotlashda
giyinchilik tug‘diradi. Masalaning yechimini beruvchi funksiyaning maxraji noldan farqliligi hagidagi
lemmalar isbotlangan.

NATIJA VA MUHOKAMA
1. Masalaning qo‘yilishi. Quyidagi
Lu=sgnx- u, +sgny- u, +Au=0, (1)

tenglamani
D:{(x,y) eR’, —1<x<1,—a<y<ﬂ},
sohada qaraylik, bu yerda 1 € C, «,f € R; a, > 0. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
D, =Dm{x>0,y>0}, D, =Dm{x>0,y<0},
D, =Dn{x<0,y<0}, D,=Dn{x<0,y>0}.

D sohada (1) tenglama uchun quyidagi masalani tadgiq gilamiz:
Dirixle masalasi. Quyidagi

u(x,y) e C(D)NC"(D)NC*(D, uD, UD,UD,), 2)
Lu(xay)zoa (xay) GDI UDZ UD3 UD43 (3)

l 12 \ 2025/Ne2 l
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u(x, y) = u(x,).,=0, ye[-a,p], (4)

u(x, )|, =w(x), u(x,y)|,_z=(), xe[-1L1], (5)

shartlarni ganoatlantiruvchi u(x,y) funksiya topilsin, bu yerda ¢ va W/ - berilgan
yetarlicha silliq funksiyalar bo‘lib, (1) = (£1) =0 kelishuv sharti o'rinli.

1. Spektral masala. Biortogonal sistema qurish.
D masala. A parametrning shunday giymatlari topilsinki, unga mos keladigan u(x, ))

funskiya (2)-(5) shartlarni qanoatlantirsin. Bu yerda ¢(x)=w(x)=0. O‘zgaruvchilarni
u(x,y)=X(x)- Y(y) ko'rinishda ajratgandan so‘ng ikkita differensial tenglamaga ega bo‘lamiz:
signx- X +d- X =0, x €(=1,0)U(0,1), (6)
signy- Y +(A1-d)Y =0, y €(—a,0) (0, B), (7)
bu yerda d :yz ajralish o‘zgarmasi va masalaning shartlariga ko‘ra quyidagilar bajarilishi
kerak:

X(0-0)=X(0+0), X'(0-0)=X'0+0), (8)

XE)=X1)=0, (9)

Y(0-0)=Y(0-0), Y'(0-0)=Y'(0+0), (10)

Y(-a)=Y(p)=0 (11)

{(6 } { } spektral masalalar klassik masalalar hisoblanmaydi. (8)

shartni qanoatlantlruvchl (6) tenglamanmg yechimi
C cos ux+C,sin ux, x>0,
X(x) = 1 H 2SI A
C,chux+C,shux,  x<0,
ko'rinishda bo'lib bu yerda C,,C, -ixtiyoriy konstantalar va (9) shartni hisobga olgan holda
biz quyidagi tenglamaga kelamiz:
tgp=—thpu. (12)
(12) tenglama yechimlari mavjudligi haqgidagi quyidagi lemmani isbotlaymiz.
Lemma 1. Quyidagi
tg(az) =—th(bz), a,beR, a,b>0,
tenglama nol, tub hagiqgiy va sof mavhum garama-garshi ishorali sonlardan tashkil topgan
sanoqli ildizlar to‘plamiga ega bo'lib, ular uchun quyidagi asimptotik ko‘rinishlar o'rinli:

Zlgl),(z) — (- 2 +O( e(—Z;rkb/a))’
da a

2@ (L Z ko)) e N,
4b b

(12) tenglama, 1-lemmaga asosan *y; haqiqiy va *ig; sof mavhum ildizlarga ega va
ularning asimptotik ko‘rinishi quyidagicha aniglanadi:

" :[—%+ﬂ'k+0(e(_2”k)]. (13)

Bu ma’lumotlarning isboti I.2. bo‘limda grafik usulda ko‘rsatib o‘tilgan.
d quyidagi d]g) =1 >0 yoki d]g) = -4 <0, shartlarni qanoatlantirganda {(6),(8),(9)}
masalaning yechimlari mos ravishda quyidagicha bo‘ladi:

l 2025Ne2 13 l
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i -1 i -1
sm[,uk(x )]’ £ >0, sm[,uk(x )]’ >0,
COS L), COS L4,
X0= sh g (x+1)] XD )= shp (x+1)]
—Iuk . x < 0, ﬂk s x < 0
chuy chuy,

(10) shartni hisobga olgan holda (7) tenglamaning topilgan z4 larga mos yechimlari
quyidagicha bo‘ladi:

aVch(y\|u? = 1)+ bDsh(y\ u? = 1), y>0,

r ()= o
a,(cl) cos(y«/u,? —/1)+b,9) sin(y #/3 —4), <0,
. algz) cos(yy uf +/1)+b;E2) Sin()’\/ﬂlg +4), >0,
Yo ()= o)

al® ch(ypp + ) +bD sh(y\|uf + 1), y<0.
So'ngra bu yerda a,(cl),b,gl),a,(f),blgz) —hozircha noma’lum sonlar. (14) va (15) funksiyalarni

(11) chegaraviy shartlarga bo‘'ysundirib, a,({j), blgj), Jj =1,2 noma’lum koeffitsentlarni topish uchun
quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

a ch(B\ 1 = 2)+ b sh(By i = 1) =0,
a,g) cos(am) —b]({l) sin(a ,u,% -1)=0,
al® cos(f g + ) +bD) sin( Sy i + 1) =0,
a? chienfu + 1)~ b shanfu + 1) =0.

(16) va (17) sistemalar notrivial yechimlarga ega bo‘ladi, faqat va fagat barcha k e N
uchun ushbu sistemalarning determinantlari O ga teng bo‘lsa, ya'ni

Agcl)(a,ﬂ)=cos(05\/#;§7—/1)sh(ﬂ u,f—/l)+ sin(am)ch(ﬂ ,u,f—/i):o,

(19)

(16)

(17)

ushbu holatda

b}c = a,(cl)ctg(aw/,u;? —/1), b,gz) = a,(cz)cth(a\/ylz +/1),

bo‘ladi va (14) ,(15) funksiyalar quyidagi ko‘rinishni oladi:

0 a,(cl)cos(y\/,u,g—/1)+ctg{(a«/,u,§—/l)sin(y\/,u,?—l)j, y <0,
Y, =
c a,ﬁ”ch[(y«/u,?—/1)+ctg(a\/u,3—ﬂ)sh(y«/u,f—i)j, y>0,
o a,((z){ch(y«/,u,?+/1)+cth(a«/,u,?+/1)sh(y«/,u,§+/1)], y<0,
Y, =
co a](cz){cos(y«/ulf+/1)+th(a\/,u,§+/l)sin(y«/y,3Jnl)}, y>0,

bu yerda a,(cl), a,(cz) -ixtiyoriy koeffitsentlar.

l 14 \ 2025/Ne2 l
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2-lemma. D, spektral masalaning xos giymatlari quyidagicha aniglanadi:
WY =i AP =P A =Y
W =i, 22D =i (@ A% == (),
bu yerda 4, (12) tenglamaning (13) formula yordamida aniglangan ildizlari, ¢V va ¢'? lar
esa th(ac)=—th(fc)-tenglamaning ildizlari bo'lib, ular quyidagiga teng:

W= 2 T 0@, D= L2 proeF),  n=12,..
da « 4 B

Isbot. Qo‘yilgan masalaning xos sonlari (18) va (19) tenglamalarning ildizlaridir. (18)

tenglama quyidagi
tg(a\/,u,g —/1) :—th(ﬁ«/,u,% —/1).

tenglamaga ekvivalentdir. ,u,f—/l ni ¢ deb belgilaymiz, u holda 1-lemmaga muvofiq
th(ac) = —th(fc) tengalama quyidagi ildizlarga ega:

Co = 0, c)(zl) — _L+£n+0(e—27rn/a)’
da «
- (2) _ T —27znalf 3) _ T T —2nnpfla
ic,” =i(———+—n+0(e , ¢ =—(——+—n+0(e ,
" ( 4. p ( ). & ( da  « ( )

ic® = —i(—% + % n+0(e27Py),

buyerda neN.
U holda xos o‘z giymatlar hagiqiy sonlar bo‘ladi, ya’ni

L1 1,2 1,3
B Gk . AR SN C
2,1 2 2,2 2 2)52 2,3 2 1)42
A =2, 22D = 2 ( (P, A% =g (D).
Bularga mos keladigan xos funksiyalar quyidagi ko‘rinishga ega:
il . . ”
uD (x, ) = XD YD (y, A0,
bu yerda
k (y5 k’n ) k (y)|/1:/115,/,1)a J PR} 9Ly .

{X,El)(x),X,EZ)(x)} sistema L,[-1,1] fazoda ortogonal emas. {(6),(8),(9)}masalaga

go‘shma masala quyidagi ko‘rinishga ega:
sgnx- Z"+d- Z=0, x €(-1,0)(0,1), (20)
Z(0-0)=-Z(0+0), Z'(0-0)=-Z'0+0), Z(-H)=Z(1)=0. (21)

{(20) , (21)} -masalaning yechimlari quyidagi funksiyalardir:

sin[,uk(x—l)] s sin[,uk(x—l)] s

0, 0,
COS L), COS L4,
Z{(x) = Z;) (x) =
sh[,uk(x+l)] £ <0 sh[,uk(x+1)] £ <0
chiy, ’ chiy, |

{Z,El);Z,f} sistema {X,El),Xlgz)} sistemaga bioortogonal sistema hisoblanadi, ya'ni

l 2025Ne2 \ 15 l
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f X ®ZP(0de =0, k#m, j=1,2 1=12.
1

Quyidagi lemma o'rinlidir:
3-lemma. L,[-1,1] fazoda {Z,(Cl);Z,f} sistema to'ladir.
D masala yechimining yagonaligi. Aytaylk A1eR, /Ii/lli’{, bo'lsin.  Quyidagi
funksiyalarni garaymiz:
1 1 2 2
u,ﬁ)(y)=f u(x, )2} (x)dx, u,£><y>:f u(x, )2 (x)dx, k=1,23,...
—1 -1
(22)

d2
Ikkinchi tartibli 7(u,(j)(y)) hosilani hisoblaymiz va (1) tenglamaga asosan uni yozib
y

olamiz, so‘ngra ikki marta bo‘laklab integrallab hamda chegaraviy shartlardan foydalangan keyin
quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:
signy- (g () +A-du () =0,
ya'ni (7) tenglamaga keladi. Shunday qilib, u,({l)(y)z Yk(l)(y), shuning uchun u,(cl)(y) (14)
formula yordamida aniglanadi. Xuddi shu narsa u,(cz)(y) funksiyalar uchun ham amal qiladi, ya’ni

ular (15) formula yordamida aniglanadi.
(5) chegaraviy shartlardan va (22) tenglikdan quyidagilarni topamiz:

u(B) =le u(x, £)ZV (x)dx =f 1 P(x)Z (x)dx =gV,

(23)
() = f 1 u(x, )2 (x)dx =JJ1 o(0)ZP (x)dx =p?,
u (~a) = f 1 u(x,~a)Z" (x)dx :jJ 1 w()ZM (0)dx =),

J ) (24)

ul? (~a) = Jll u(x,—a)ZH (x)dx =JJ1 y(0)ZP (x)dx 22

U holda (14), (15), (23) va (24) ga asoslanib, a,ij),b,gj) larni topish uchun quyidagi algebraik
tenglamalar sistemalariga kelamiz :

a,ﬁl)ch(ﬂw/ui —/1)+b,9)sh(ﬂw/y,§ _1):@9),

(25)
algl) cos(a\/,u,g - l)—b,gl) sin(a\/,u,% —/1) = 1//]9),
a,(cz) cos(,B y,f +/1)+b,£2) sin(ﬂ y,f +A) = ¢)]£2),

(26)

a,(cz)ch(a«/u,f +/1)—b,£2)sh(a«/,u,f +/1)=1//](€2).

Agar barcha & € N lar uchun (18) va (19) munosabatlar bilan aniglangan (25) va (26)
sistemalarning determinantlari nolga teni bo‘lmasa, bu sistemalar bir giymatli yechiladi:

M _ go](cl) sin(a«/,u,% —/1)+l//,({1)sh(ﬂ u,f —/1} ,

1
ay
AV (a, f)

l 16 \ 2025/Ne2 l
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1
bé”=—(l) D cos(a s —A) - l//(”ch(ﬂ\/ui—ﬂ},
2@ pl”
@__ 1 o? @) 2
a”’ =——— sh(a ,uk+ A)+y 7 sin( B ,uk+/1},
Af)(a,ﬂ)i
1 2 2) 2
b,gz)z— ()ch(a uk+ A)- l//( cos(Buj +4 |-
AP (@ p)L
U holda topilgan a,Ej),blgf) giymatlarni hisobga olgan holda u,({j)(y) funksiya quyidagi
ko'rinishni oladi:
1
(D—{ o AP @)+ sh((B-) u,%—ﬂ)} >0,
(1)( ) Ak (a:ﬂ)

(27)
: {(” sin((a+ Y2 — 1)y A?)(‘y’ﬂ)] yeb

INUCH)
m{ o> AP (a, y)+p ) sin((B -y ui + /’t)} , y>0,
e ;
=
A(2) (1 ﬁ){ P sh((a + Y Nk +A)+ l//(z) 562)(—y,ﬂ)} , y<0,
(28)
bu yerda

AD (r, y) = cos(a 12 — 2)sh(yf 2 = 1) +sin(a] 2 — 2)ch(yf 2~ 2

AP (. ) = cos( i — A)sh(y u — ) —sin( 1~ A)eh( By 1 ~2),
AP (@, ) = chlafuf + 2)sin(o s +2)+5h(aud + 1) cos( 1 + 1),
AP (=7, B) = (o 1 + A)sin(By4f + 4 —sh(n 14} + ) cos(By i + ).

Aytaylik [-1,1] oraliqda @(x)=w(x)=0 bo'sin. (23), (24), (27) va (28) ga asoslanib
quyidagiga ega bo‘lamiz:

JJu(x NZP (x)dx =0, =12 k=1,23,..
-1

{Z,El)(x);Zlgz)(x)} funksiyalar sistemasining L,[-1,1] da to‘laligiga asosan, y €[-a, S]
bo‘lgan har qanday y uchun u(x,y)=0 bo‘ladi. u(x,y) funksiya D da uzluksiz bo‘lganligi
sababli, u(x, y) funksiya D da hamma joyda nolga teng, ya'ni u(x, y)=0.

Ayrim a,f va k= p e Nuchun AS)(a,,B):O yoki Ag,z)(a,ﬂ)zo bo‘lsin. Masalan,

AD (e, #)=0, lekin AP (ar, f)# 0 bo'lsin. U holda (2)-(5) bir jinsli masala, ya'ni ¢(x) =y (x)=0
bo‘lganda notrivial yechimga ega bo‘ladi:

l 2025Ne2 17 l



FarDU. ILMIY XABARLAR ® https://journal.fdu.uz ISSN 2181-1571

MATEMATIKA
sin| 41, (x~1) | A (@, )
2 2 ’ ()C,y) GDI,
COS 1, cos(a\/,u[% -1)
sin[ ,up(x—l)J sin[ (a+y) ,ulzj —ﬁ—l
5 ) (an) EDz,
cos 1), cos(a\/up -1)
u,(x,y)=
sh[ up(x+1)J sin{ (a+y) yfj —i}
> s (xay) €D3,
chu, cos(a\/,up -1)
st gy v ) | A0 (@)
B (X,J’) E1)4'
[ 2
chu, cos(a| 1, -1)

Agar k=peN bolganda Agci)(a,ﬂ)zo bo'lsa, u holda masalaning trivial bo‘iImagan
yechimi ham mavjud bo‘ladi.

Tabbiy savol paydo bo'lishi mumkin, ya’ni A;{j)(a,ﬂ) determinant nolga teng bo'lishi
mumkinmi yoki yogmi ? Ularni quyidagicha tasvirlab olamiz:

AD(a, B) = AD(@, B) =[ch B i} — 2 sin(an uf =2+ &),
AP (@, B) = AV (@, B) =\ ch(2anuf = A sin(Br? — 4+ 1,).

bu vyerda &, =arctg(th(f y,f—l)), X =arctg(th(a y,%—/i)) bo'lib, ular uchun
quyidagi munosabat o'rinli:

(29)

T
lim & = lim =—
k— fk k—0 Xk 4

va barcha k € N uchun &, <% va y; <% tengsizliklar bajariladi. Shundan ularning nol

to‘plamlarini topamiz: Bu yerdan ularning nollari to‘plamini topamiz:
— t_
W :%, B :%, m,t,k €N. (30)
M = A i =4
(30) tenglik o, va B, ga nisbatan sistema tashkil qiladi. Ushbu sistemaning

muvofigligiga ishonch hosil qilish mumkin, bundan tashgari, uning (&, /f)yechimlari son-

sanogsizdir. Shu sababli, quyidagi teorema o'rinlidir.
Teorema 1: Agar (2)-(5) masalaning yechimi mavjud bo‘lsa, u holda u yagona bo‘ladi,

faqat agar barcha & € N uchun Agcj)(a,ﬁ);t 0, j=1,2 shartlar bajarilsa.

Yechimning mavjudligi. (27) va (28) formulalardan ko'rinib turibdiki Agcj) ifodalar
giymatlarining maxrajlari hisoblanadi va (30) ni qganoatlantiradigan «,f qiymatlarida nolga
aylanishi mumkin, ya’'ni “kichik maxrajlar” muammosi paydo bo‘ladi. Shuning uchun (2)-(5)
masalaning yechim mavjudligini asoslash asoslash uchun katta £ ning giymatlarida A;{j) ifodalari

nolga aylanmaydigan « va £ sonlarining mavjudligini ko‘rsatish kerak.
Lemma 4. Agar quyidagi shartlardan biri bajarilsa:
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1. a har ganday natural son bo'lib, 4p—3 ko'rinishidagi sonlar bundan mustasno, bu
yerda p €N,

2. «a har ganday kasr son bo'lib, ya'ni =£ ,buyerda p,ge N (p,q)=1va g—p soni
q

4 ga karrali emas, u holda shunday C,; >0 doimiy va kj, € N sonlar mavjud bo'lib, barcha
k > ky, uchun quyidagi
40 @ Bz Cpe™” (31)

baho o'rinli bo‘ladi.
Isbot. (29) formuladan quyidagini topamiz:

2 —
NChQBuf -2 > CePNH > TP

bu yerda C - musbat o‘zgarmas kattalik.
Shunday qilib,

sin(a uf — A +§k)—sin(a(—%+7zk)+%)

<

T T
(a1 =2 + TR G IS

< a(ﬂk—%—w/,u,%—/l )‘:a ;‘ <M, ke M, >0,

Bu ifodani baholaymiz

sin a(—%+7zk)+%:| = |zk|.

a € N bo'lsin. Uch holat mavjud:
1) Aytaylik 2 € N bo'lsin. a¢=2p, a=4p—1,a=4p—3, bu yerda p € N . Dastlabki ikki

holda |z, | = const >0 bo'ladi, uchinchi holda esa |z;| = 0.

2) Aytaylik o i bo'lsin, bunda p,q € N, (p,qg)=1.U holda

zp = sin{ z(1—£)+72@J .
49 g

kp sonini goldiq ¢ ga goldiq bilan bo‘lamiz: kp =sq +r,bu yerda s,r € N\ {0}, 0<r<q.U
holda z;, =sinz(q—p+4r)/4g va g—p 4 ga karrali bolmagan sharoitda, |zk = const >0
bo‘ladi. [

Agar a=4p-3, pe N,p=2 bo'lsa, unda mavjudligini isbotlash oson bo‘lgan C(')l >0va

k(',l € N konstantalar mavjud , shunday qilib , barcha k& > k(',l uchun quyidagi baholar to'g’ri bo‘ladi

‘Af)(a, ,B)‘ >C ™, 0<psl,
‘Af)(a, ,B)‘ >C D gl

4
Shunday qilib, lemma 4 da keltirilgan a =——23 sharti zaruriy hisoblanadi.
p
Lemma 5. Agar quyidagi shartlardan biri bajarilsa:
1. /- bu 4p -3 ko'rinishdagi sonlardan tashqari, istalgan natural son, p € N,
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2. - bu har ganday ratsional son, ya’ni ,B=£, bu yerda p,q eN, (p,q)=1,g—p soni
q

4 ga karrali emas, u holda Cy, >0 doimiy va kj, € N bo‘lgan shunday k soni mavjudki, barcha
k > kg, uchun quyidagi baho o'rinli:

‘A? (a, ,B)‘ > Cem™a (32)

Agar (31) va (32) baholar hamda Agcj)(a,ﬁ) # Osharti k # kyda bajarilgan bo‘lsa, u holda
(2)-(5)-masalaning yechimini

u(x,y) =gu£)(y>X;§”(x) P ()X (x) (33)

Furye gatori ko'rinishida tasvirlash mumkin.

@(x) va w(x) uchun shunday shartlarni aniglaymizki, (33) qator D sohada tekis
yaqinlashib, x va y bo'yicha hadma-had differensiallashga imkon beradi.

Quyidagi munosabatlarni ko‘rib chigamiz.

pr A @) (B - yWud —2

‘ Agcj) (CZ, ﬂ) ’ k Ag)(a’ﬂ)
o0 () = sin(f -y )\/METO! MO ()= sin((@ + )\ 1 =4
' A @p 20 (@ )

M ()= @I st 4 A B).
INSCN) N CN)
bu yerda birinchi uch ifoda y >0 bo‘lgan holatda aniglangan, oxirgi uchta ifoda esa y <0
bo‘lgan holatda aniglangan.
Lemma 6. Agar (31) va (32) baholar barcha k >k, uchun bajarilgan bo‘lsa, unda bunday
k uchun quyidagi baholar to‘g'ri bo‘ladi:

b

N ()=

T SC Y N (SO EXe A G SN EYe S
[/R10) Yo SR 1o/ S1C0)} EYe S/ A (TS By U
P w|scPee, P on] ke, 0P o< P,
D)< e, (P cPre ™2, P )< PR2e ™,
mPol<c?, @] cPx, (1P| cPi?,
MPwsa. | wPon]scllk [P e,

bu yerda Clj >0, j=1,2, l:m.
Lemma 7. Har qanday & >k, uchun quyidagi baholar to'g'ri bo'ladi:

w02 o). [ i< cProl |+

o< Lo+ ). v <l-a.p].

);

buyerda C\¥) >0, j=1,2,/ =13,15.

l 20 \ 2025/Ne2 l




ISSN 2181-1571 @ https://journal.fdu.uz FarDU. ILMIY XABARLAR
MATEMATIKA

7- lemmaga ko‘ra (33)-qator va uning hosilalari D sohada, ikkinchi tartibli hosilalari esa D;
sohada mavjud, i =1,4 da quyidagi sonli gator bilan majorantlanadi:

BRI
k=1

, C=const>0.

8-lemma. Agar ¢(x) va w(x) funksiyalar C'[-1,1]nC>[-1,0]nC>[0,1] sinfga tegishli
bo'lib, va ushbu oraligda to‘rtinchi tartibli hosilaga ega bo‘lsa, ya'ni
p(=D=p1)=90"(-)=¢"1) =0,
yE) =y =y")=y"1)=0,
¢"(0+0)=-¢"(0-0),
¢"(0+0)=-9"(0-0),
w"(0+0)=-y"(0-0),

p"(0+0) = -y "(0-0),
bo‘lganda quyidagi munosabatlar o'rinlidir:

) (2 (1 (2)
M _ Pk 2) _ Pk M _ 9% M _ 9k
¢k - 4 k - 4 k= 4 ° k 4 °
Hi Hy Hi Hy

bu yerda

W= w2 [ Pz was
—1 -1

i =[ vz W o =] Oz
—1 -1

Isbotlash uchun (23) va (24) tengliklarni integrallarni to‘rt marta bo‘laklab integrallaymiz.
Zlgl),Z,Ez) sistema uchun Bessel tenglamasi to‘g’ri ekanligini ko‘rsatish mumkin chunki

o0 [ee]
W (x) va y¥(x) bolakli uzluksiz funksiyalar bo‘lsa, Z(p,(c-’))2 va Z:(q,(j))2 qatorlar
k=1 k=1
yaginlashadi. Bundan tashqari quyidagi qator ham yaqinlashuvchi
<1 | qa 1 2 2
sz(‘pf{)quﬁ) +|p2)+ o).
k=1
bolganligi uchun (33) gator va x va y o‘zgaruvchilarga nisbatan differensiallangan

qatorlarning tekis yaginlashuvchi ekanligi, shuningdek, D; sohada ikkinchi tartibli hosilalarning

yig‘indisidan hosil bo‘lgan qgatorlarning ham tekis yaqinlashuvchi ekanligi kelib chigadi. Agar 4-5
lemmalarda ko'rsatiigan o va S sonlari va k=k,k,y...k;, 1<k <k, <..<k; <k, bolsa, va

A(j)k(a,ﬁ):O(masalan, aniglik uchun A(l)k(a,ﬁ):o, A(z)k(a,ﬂ);«to shartlarga to‘g'ri kelsa,

unda (16) sistemaning a](cl) va b,&l) bo‘yicha yechimlarining mavjudligi uchun zarur va yetarli
shartlar bajarilishi kerak, ya’ni

o costarui =4 =wPeh(Bui =2),  i=Ll. (34)

u holda k =k, k,...,k; lar uchun quyidagiga ega bo‘lamiz:
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Rl ECLl) P e
COS L4
(1)_ h
MK G A0 eyen,

sh(ﬂJuk ~2)
sin [/lk (x— 1)]

(cos(yyp = A)+
COS Ly,

(1)_ h [
N H )sm[ ik — } (x,y) €Dy,

sh(ﬁ\/ﬂk z)

ﬁk(x’y) = Sh[l[,lk(x_l)]

(cos(y = A) +
chuy,

N
ch(p )Sm|:)’\//uk } (x,y) € D,

sh(ﬁ\/#k 2)

shl e (x=1)]

(ch(y g = A)+
chuy,

“’—ch(ﬂ i —A)
sh(B g =)

sh(y\ g = 1), (x,») €Dy.

Demak, (2), (5) masalaning yechimi quyidagi gatorlar yig'indisi sifatida aniglanadi:

k-1 k-1 ©
u(x,y)z(];+2+.... > P ()X (x) +

= k=k+

+ Y Akﬁ(x,y)+;u,ﬁ”(y)X,£”(x>,

k=ki ... k;
(35)
bu yerda A4, — ixtiyoriy koeffitsiyentlar bo'lib, agar yig'indining quyi chegarasi yuqori
chegaradan katta bo'lsa, yakuniy yig'indilarni nol deb hisoblash kerak. Agar ba'zi %
qiymatlaridaA(z)k(a,ﬂ):O, A(l)k(a,ﬂ);to yoki agar ikkala maxraj ham nolga teng bo'lsa,
o'xshash yechimlar quriladi. Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlangan. Teorema 2. Agar
@(x) ,(x)funksiyalar 8-lemmaning shartlarini ganoatlantirsa va k >k, bolganda (31), (32)

baholar o'rinli bo‘lsa 4 va 5-lemma ko‘rsatiigan « va £ qgiymatlarida barcha k:% uchun

A(l)k(a,,B);tO ,A(z)k(a,ﬁ)io shartlari bajarilsa, u holda (2)-(5) Dirixle masalasining yagona
yechimi mavjud va u (33) gator orgali aniglanadi aniglanadi. Shu bilan Dirixle masalasining
tadgiqoti yakunlandi.
XULOSA
Olingan natijalarga ko‘ra DD tenglamaning yechimi mavjud va yagona ekan. Bu yechimni
mavjudligini isbotlash uchun katta & ning giymatlarida Agc-i) ifodalari nolga aylanmaydigan « va g

sonlarining mavjudligini ko‘rsatildi, yechimning yagonaligini ko‘rsatishda esa (25) va (26)
sistemalarning determinantlari nolga teng bo‘lmaganda bu sistemalar bir giymatli yechilishidan
foydalanildi.
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