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GEOMETRIYADA O‘RGANILADIGAN TRIGONOMETRIK MASALALAR HAQIDA
O TPUrOHOMETPUYECKMX 3A0AYAX U3YYAEMbIX B FTEOMETPUU
ON TRIGONOMETRIC PROBLEMS STUDIED IN GEOMETRY

Xonqulov Ulug‘bek Xursanaliyevich
Farg‘ona davlat universiteti, p,f,b,f.d. (PhD), dotsent

Annotatsiya
Maqolada geometriyada o‘rganiladigan trigonometrik masalalarni yechishda muhum hisoblangan transversal
chiziglar va undan kelib chiqadagan asosiy tushunchalar xususan, uchburchakning asosiy elementlarini trigonometrik
ifodalanishiga bo'yicha metodik natijalar keltriigan. Shu bilan birga geometriya fanida o‘rganiladigan trigonometrik
masalalarni yechishda ekvivalent nisbatlarning tadbiqi va uning genetik aspeklari keltrilgan.
AHHOMauus
B cmamebe u3nazatomcs memooudYecKkue pe3ynbmambl O CeKyUUX MPAMbIX U 8bIMEKaroUUX U3 HUX OCHOBHbIX
MOHAMUSX, UMEWUX B8aXXHOEe 3Ha4yeHue fpu pelweHuUU mpu2oHOMempuyeckux 3adad, ulyyaeMmbiX 8 2eomMempuu, 8
YacmHocmu, O MPU2OHOMEMPUYECKOM rpedcmasieHUU OCHOBHbIX 3/1eMEeHmMo8 mpeyaosibHuka. B mo xe epems
obcyxx0aemcsi MPUMEHeHUe 3K8UBANEHMHbIX OMHOWEHUU U e20 2eHemuyeckue acrekmsl [pu peweHuu
mpugoHoMempu4yecKux 3aday, u3yyaembix 8 2e0Mempuul.
Abstract
The article presents methodological results on the transversal lines and the basic concepts derived from them,
which are important in solving trigonometric problems studied in geometry, in particular, the trigonometric representation
of the main elements of a triangle. At the same time, the application of equivalent ratios and their genetic aspects in
solving trigonometric problems studied in geometry are presented.

Kalit so‘zlar: trigonometrik masala, ekvivalent nisbatlar, cheviana, chevianalar dastasi, mediana, bissektrisa,
balandlik.

Knrouyeenlie crosa: mpusoHomMempuyeckas 3adayqa, 3KkeusasieHmMHble OMHOWEHUS, wesuaHa, Habop wesuaH,
meduaHa, buccekmpuca, ebicoma.

Key words: trigonometric problem, equivalent ratios, cheviana, set of chevianas, median, bisector, height

KIRISH

Trigonometriya tushunchalarini o‘rganish fagat maktab dasturi doirasidagina cheklanmaydi,
chunki ular sferik trigonometriya va geometriyada keng qgo‘llaniladigan ekvivalent munosabatlarni
mujassamlashtiradi. Shu ma’noda ushbu kurs ulkan tushunchalar zanjirining bo‘g‘ini bo'lib,
fanlararo aloqalarni amalga oshirishda katta ahamiyatga ega. Ixtisoslashtriigan maktablar va
akademik litseylar matematika ta’limida trigonometriyani chuqurlashtrib o‘rganishni tanlov fanlar
asosida olib borilishi uning tadbiqiy jihatlari va integrasion imkoniyatlarni interpretatsiya qilishtda
hal giluvchi rol o‘ynaydi, chunki matematik usullarning universalligi bizga bilim va amaliyotning turli
sohalarida nazariy materiallar ofrtasidagi bog'liglikni algebraning formal tushunchalarida aks
ettirishga imkon beradi.

ADABIYOTLAR TAHLILI VA METODOLOGIYA

Trigonometriya o‘quvchilarning muammoni hal gilish uchun bir nechta g'oyalarni yaratish
gobiliyatini rivojlantirishda ham muhim rol o‘ynayshiga oid bir gancha tadgiqotchilar olib borilgan,
xususan, E.D. Spangenberg [1], M.T.C. Gerhana [2] tomonidan olib borilgan izlanishlada
geometriyada trigonometriyaning ahamiyati tahlil qilingan. T. Plotz [3] fikricha, ushbu
tushunchalarni o‘rgatishda cheviana, proektsiyalanuvchi va proektsiya chizigi tushunchalarini
geometriya fanida o‘rganiladigan trigopnometrik masalalarni yechishda muhim rol o‘ynaydi.

Sampaio Figueiredo [4], R. Walsh [5] va TD. Yang [6] tadgiqotlarida tayanadigan bo‘lsak,
trigonometrik va geometrik masalalarni yechishda ekvivalent nisbatlarga oid munosabatlar
ahamiyati nostandar masalalarda yaqqol ko‘rinadi. O‘quvchilarni geometriya fanida o‘rganiladigan
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trigonometrik masalalarni  yechishga o'rgatishda ofrta ta’ilim matematika darslarida
o‘rganilmaydigan nazariy ma’lumotlar bilan tanishtirish zaruriyati mavjud bu albatta tanlov fanlar va
to‘garatlarga vazifalarni yuklaydi.
NATIJA VA MUHOKAMA

Ixtisoslashtiriigan maktablar va akademik litseylarda geometriya kursida o‘rganiladigan
trigonometrik masalalarni yechishda quyidagi tushunchalarni chuquglashtrib oqitish tavsiya etiladi:

1. Mediana formulasida radikal ostidagi ifoda sinusga nisbatan ikki o‘lchovlidir, agar bu
formulada sinuslar o‘rniga tomonning parametrga bo‘lgan nisbatini yozsak, unda

1
m, zax/bz +¢” +2bc-cosa

bo‘ladi.
Yoki bu yerda cOos & ni almashtirsak, unda
1 b*+c’-a’ 1
m, :—\/szrc2 4y 2= % b 120 — & (1)

2 bc 2

bo‘ladi.
2R\/2 sin® B-sin” ¥ - (1+ cos &)
2. Bissektrisa. Biz bunda bissektrisaning la = - -
sin S +siny
ko'rinishdagi formulasidan foydalanamiz. Bu yerda ham sinuslar o‘rniga tomon va parametr
o 2 (tcosa) o
gatnashgan ifodalarni qo‘yib, la = 2 ni hosil gilamiz. cos & ni almashtiramiz:
+c
w221, b+ =
2bc \/bc(2b0+b2 +02 —a2)
Z = =
a b+c b+c
Ammo,
2bc+b* +c* —a’*=(b+c) —a’=(b+c+a)b+c—a)=2p-2(p—a).

Demak

] = 2\/bcp(p —a) . (2)

‘ b+c
3. Balandlikning h, =2R -sin 3 -siny formulasida ham yuqoridagi kabi almashtirishlar
o'tkazib, quyidagi geometrik ko‘rinishga keltiramiz:
bc
h =—. (3)
2R
4. Styuart teoremasi.
Endi transversal dastasi formulasini uchburchak tomonlari orqali ifodalashga o‘tamiz.

Buning uchun k ni — bilan va transversal

Ct

. a
a tomonga tushirilgani uchun smaﬁ bilan almashtirilsa,

. ZR\/C'2 sin® B+b" sin’ ¥ + 2b'csin Bsin y cos

a

b'+c'

l 2025Nel \ 5 l




Aniq va tabiiy fanlar https://journal.fdu.uz ISSN 2181-1571

MATEMATIKA

ga ega bo‘lamiz. Bu hosil bo‘lgan formula sinusga nisbatan ikki o‘lchovli. Shuning uchun sin f va

) b c 1
siny larning o‘rniga go'yilgan — va —— lardan —— ko‘paytuvchi ildizdan chiqadi va 2R
4 2R 2R 2R

koeffitsiyent bilan gisgaradi. hamda b'+ ¢'= a almashtirish o‘tkazsak,

B Je" B2 +b" ¢ +2b'¢'be -cosa

- a

hosil bo‘ladi. cOS & kosinuslar teoremasiga asosan b’ +c* —a’ bilan almashtirilsa,

c”b*+b"c’ +2b'c'(b2 +c’ —a2)

a
hosil bo'ladi yoki qavsni ochib, birinchi had bilan uchinchini, ikkinchi had bilan to‘rtinchini
gruppalab, hamda trivial almashtirganda
\/c'bz (b+c")+b'c* (b'+c")—a’b'c’

I = =

‘ a
chigadi. Buni ildizdan hamda maxrajdan qutqaramiz:

at’ =c'b>+b'c> —ab'c'.

Bu ifoda geometriyada Styuart teoremasi nomi bilan yuritiladi.

Trivial termini ustida eslatma. Odatda ishlatiladigan «trivial» terminidan boshga ma’noda
foydalanamiz. “trivium” so‘zi lotincha bo'lib, ikki so‘z “tres” va “via” dan iborat. Uning ma’nosi «uch
yo'l» bo'lib, mos holda «kesishuvchi aniglovchi» demakdir. So‘ngra bu termin tarixda asta-sekin
«yo‘l ko‘rsatuvchi belgisi» degan ma’noga ega bo'ldi va xozir biz formulalar jadvali bilan
almashtirish amallarini trivial deb gabul gilamiz.

Hagiqatan yuqoridagilar trivial formula bo‘lib,

3sin’ S +3cos’ Sa =3(sin2 S5a +cos’ Sa) =3.1=3

trivial almashtirishdir. Yuqgorida ko'rib o‘tiigan formulalar orqgali shu xildagi trivial almashtirishlar
o‘tkazilishi mumkin.

Trivial formula yordami bilan almashtirishda, ko‘rsatilgan formulalardan tashqari funksiyalar
orasidagi munosabatlar, o‘tkir burchak funksiyalari va yordamchi burchaklarni kiritishni alohida
eslatib o'tish kerak.

Avval olingan natijalarni birlashtirish bilan «+ f+y =7 trivial munosabatdan

uchburchakning boshga masalalarini yechish uchun quyidagi uchta formulalarni hosil qildik:
Umumiy transversal dastasi formulasi:

. ZR\/sin2 B +k*sin’ y + 2ksin Ssinysina

t

a

[ =

a

a

\/c'b2 +b'c’ —ab'c'

a ] (A)
1+k
sinuslar teoremasi:
a b C
; == =——=2R..; (B)
sina@  sinf siny
kosinuslar teoremasi:
¢’ =a’+b*—2abcosy... (C)

Tabiiy ravishda bu umumiy formulalarning uchburchaklarni yechishdagi roli hagidagi
masalasi o‘rtaga qo'‘yiladi. Avvalgi maqolalarimizda sinuslar teoremasi katta ahamiyatga ega
ekanligini ko‘rdik. Shuning uchun uchburchaklarga tegishli masalalarni yechishda yanada
umumiyrog mazmunga ega bo‘lgan munosabat yo‘gmi? degan savol tug‘iladi.

Bizga noma’lum bo‘lgan biror turdagi umumiy munosabat mavjud deb faraz qgilaylik. U holda
sinuslar teoremasining yordami bilan trigonometrik elementlarning har birini tomonlar orgali ifoda
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gilamiz. Huddi shu usulda sinuslar teoremasi yordami bilan har ganday umumiy munosabatlarni
burchaklar orasidagi munosabatlarga keltira olamiz. Ammo burchaklar orasida o+ f+y =7
trivial munosabat mavjuddir. Ushu munosabatdan foydalanib, burchaklarning har birini golgan
ikkitasi orqali ifoda qilamiz. Unda masalaning o'zi ikki burchak o‘zaro ganday umumiy
munosabatda (ya'ni, albatta har ganday uchburchak uchun) yoki ayniyatda bo'lishini ko‘rsatadi.

2. Endi

a+pB+y=nrm,

a b c IR

sind sinf siny
munosabatlarni algebraik usul bilan garaganda sinuslar teoremasi nimani bildiradi? degan savol
tug‘iladi. Bu gator ekvivalent munosabatlardan iborat bo'lib, asosiy elementlar bevosita shu qatorga
kiradi.

Har ganday xarakterdagi chiziq, xuddi ilgari eslatib o‘tilganidek, bir jinsli bir o‘lchovli ko‘phad
bilan ifodalanganidan yuqoridagi ifodani shu holga keltirish masalasi goladi. Ya'ni suratdagi had
tomonlargagina nisbatan bir o‘lchovli ko‘phad bo‘lsin. Shuning uchun maxrajdagi hadlar ham xuddi
shunday bo‘lishi kerak. Ya'ni ularning nisbatida 2R miqdor saqglasin.

Natijada biz masalaning eng sodda yechilishini hosil gilamiz. Bu masala 2 -§ da bo‘lgan

a b c
R=——=——=—
sina@ sinf siny
gator teng nisbatlarga ham aloqalidir. Xuddi shuningdek, trivial almashtirishlar natijasida

m :%szz 120 - a1

ifoda olingan edi. Shunga ko‘ra

2R=—2 = = ™,

sima ;\/2sin2ﬁ+2sin27/—sin2a

a+b+c 2R(sina+sinf+siny) dir
- ir.

Yarim perimetr p =

2 2
Shunga ko‘ra
2
2R=—2 = = i -
sin o J2sin® B+ 2sin® y —sin’ &
p _ p P

| . : a T a+fB . a+y . B+
—(sina +sin S +siny) 2cos—cos£cos 7 2sin P sin Y sin Pty

2 2 2 2 2 2
bo'lib, bu munosabat hech bir chizigga alogali emas. Shunga o‘xshash yuzaga ham shunday

munosabatda yondashish mumkin. Ammo yuza ikki o‘lchovli ko‘p hadlik bo‘ladi. Uning kvadrat
ildizini olish bilan uni teng gator munosabatlarga bog‘laymiz.

3. Bu cheksiz gatorni oldingi natijalar (1), (2), (3) va (1')formu|a|ar bilan yozamiz:

R= 4 M 2m, _

sin sin¢ -siny \/2(sin2 B +sin’ y)—sin’ y

l 2025Nel 7 l
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[ cos Py
sin f#siny
: . a+b+c ..
So‘ngra bu qatorga yarim perimetr p = T ni kiritamiz:
— p —
o
ZCOS—COSECOSZ
2 2 2
Demak,
TR b ¢ a+b+c B 2p B
sing sinf siny sinag+sinf+siny  sina+sinf+siny
— p —
a
2coscosﬁc0s}2/
Shunga o'xshash a + b ni bu gatorga kiritish uchun sin ¢ + sin £ hadni olishimiz kerak va uni
. . . a+ a— a—
sina + sin ff = 2sin ﬂcos p :2coslcos—ﬂ
2 2
. . a+b . . .
ko‘rinishda yozamiz. U holda qator ... = = nisbat bilan to‘ldiriladi.
2057 cos 2L
COS - COS
2 2
Qatorga p — a nikiritish ham xuddi shunday olib boriladi. p —a o‘rnida
sin ¢ + sin £ + sin : —sin +sin f +sin . : :
2ﬂ Y _sina = 2'8 7:(sma+sm,8—sm;/):

= 4singsinﬁcosZ = 2sinlsinﬁcosg
2 2 2 2 2 2
ni olishga to‘g‘ri keladi. Qator
p—a
y .. B

) ) o
2sin“—sin—cos—
2 2 2

bo‘ladi.
Tomonlarning ko‘paytmasini ham shu xilda qatorga kiritish mumkin. Ammo unda tegishli
darajadan ildiz chigarish kerak bo‘ladi:

ab abc
L= =3 = ...
sin #sin sinasin fsin y

Shunga o‘xshash istalgan ko‘paytmaning nisbatini ham gatorga kiritish mumkin.
Masalan, nisbatni p va p —a hadlari bilan ko‘paytirib, tenglik qatoriga yangi zvenolar

kiritamiz:

L =secZ /—p(p—a) =..= Pp-a) -
2 sm,Bsm 4 2sin ZSiI’l ﬁSiI’l g -2¢os Z(j,()s ECOS g
2 2 2 2 2 2
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1 —
-—— p(p—a) ﬂ:secg
COS— ZSianosZ-Zsinﬂcos—
2 2 2 2

p(p—a) _
sin ysin 8

1 . )
Shuningdek, S ZEabsmy yoki 28 =a-bsiny yuza formulasini ham teng qatorga

kiritaylik. Bu holda tegishli kvadrat ildiz kiritiladi:

28

sin @ sin fsin y

Bu qator shu xildagi mexanik yo‘l bilan davom ettirilib, bir gancha standart usullarni
go‘llanish bilan yechiladi:

a) o‘tgan hadning ifodasiga kerakli bo‘lgan formula yoziladi;

b) uchburchakning tomonlari uning garshisida yotgan burchak sinusi bilan almashtiriladi;

c) oldinglarning istalgan birini keyingi topilgan nisbatdan yoki bevosita teng qatordan
chigariladi.

XULOSA

Trigonometriyaning isbot va tadgiqot elementlari bilan bog'liq masalalari xususan,
parametrlarga bog‘liq trigonometrik tenglamalar, trigonometrik va geometrik masalalarni yechishda
ekvivalent nisbatlar tadbigiga bevosita bog'liq. Ba’zi bir trigonometrik masalalarni yechishda
transversal chiziglardan foydalanib uchburchakning chizigli elementlarini ifodalash, ba’zi ekvivalent
formulalar va ularning tadbiglari kabi nazariy va amaliy tushunchalar mustaqil tadqgiqot ishlari
sifatida o‘rganish talab etiladi. O‘quvchilarning trigonometriyani o‘rganishga bo‘lgan ehtiyoji ortib
borayotganligi uning amaliy yo‘naltirishini matematika sohalaridan biri sifatida ko‘rib chigish zarurati
tug'iladi. Matematik ta’lim sifatini oshirish va ilmiy-metodik ta’minotlarning takomillashtrish
magsadida tayyorlangan ushbu magqola geometriya kursida uchraydigan ko‘plab trigonometrik
masalalarni yechishda foydalanish mumkinligi bilan ahamiyatlidir.
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