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SOME�GENERALIZATIONS�OF�BESSEL-CLIFFORD�FUNCTIONS��

AND�THEIR�PROPERTIES�
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О.Ахмаджонова��
�

Аннотация�
Мақолада� � Бессел-Клиффорд� � функцияларининг� баъзи� � умумлашмалари� ва� уларнинг� хоссалари� баён�

қилинган.�
Аннотация�

В�статье�описаны�некоторые�обобщения�функций�Бесселя-Клиффорда�и�их�свойства.�
Annotation�

The�article�describes�some�generalizations�of�the�Bessel-Clifford�functions�and�their�properties.�
�
Таянч�сўз�ва�иборалар:��Бессел-Клиффорд�функцияси,�модифицирланган��гипер-�Бессел�функцияси��
Ключевые� слова� и� выражения:� функция� Бесселя-Клиффорда,� модифицированная� функция� гипер-

Бесселя.�
Keywords�and�expressions:��Bessel-Clifford�function,�modified�hyper-Bessel�function.�

�
Математиканинг� турли� хил� бўлимлари� ва� тадбиқлари,� статистика,� ядро�физикаси� ва�

бошқа� соҳаларга� қарашли� масалаларни� ечишда� маълум� бўлган� бир� қатор� махсус�
функцияларнинг� умумлашмалари� пайдо� бўлди� ва� ўрганилди.�Масалан,� У.К.� Клиффорд� [1]�
I �Бессел� функциялари� ва� Макдональд� функциялари� орқали� биринчи� ва� иккинчи� тур�
модифицирланган� Бессел-Клиффорд� функциялари,� деб� номланган�    /2 2C z z I z

 
 �va��

   /2 2K z z K z
 

 �функцияларини� киритган.� Кейинчалик� бу� функциялар� дельта-

функциянинг�асимптотик� ёйилмаси� [2]� ва�Колумбнинг� [3]� тўлқин� тенгламалари�ечимларини�
тавсифлаш� учун�фойдаланилган.� Бундан� ташқари�C �вa� �K �функциялар� каср� ҳисобнинг�
махсус�функциялари�назариясида�муҳим�роль�ўйнаган�Райт�функциясининг�хусусий�ҳоллари�
эканлиги�аниқланган�[4].�

� Бошқа� томондан� атом� тўлқинларининг� дифракцияси� ва� акс� эттириш� масалалари�
ечимларини�ошкор�кўришда�топиш�учун�де�Бройл�ва�И.С.Витте�[5]�ушбу�

         3 0 3
1, , ; [ ] , , ;f a b c z a b c F a b c z    �

биринчи�тур�гиперфункцияларини�киритган,�бу�ерда��  a -�Эйлернинг�гамма�функцияси�ва�

p qF -�умумлашган�гипергеометрик�функция�[6].�
Бессел-Клиффорд��функцияси�ушбу��

���������������������������������������������������
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   ��������������������������������������������������(1)�

қатор�ёрдамида�аниқланади�ва�Бесселнинг�биринчи�тур�функцияси� ( )J z ��орқали�қуйидаги�
формула�билан�боғланган:��

  ( ) 1 / 2 ( )C z z J z
     .�

��Математик� адабиётларда� Бессел-Клиффорд� функциялари� учун� яна� қуйидаги�
белгилашлар�ишлатилади:�

( ) ( ) ( )C z J z j z   .�
1953� йилда� Деларуа� [7,229-
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274]� биринчи� марта� Бессел� функцияларининг� умумлашмаларини� 1( ,..., )n   �мульти�
индекс�ёрдамида�киритди.�Кейинчалик�бу�функциялар�М.�Ключанцев��[8,47-62],�О.И.�Маричев�
[9],� � В.С.� Адамчик� [10697-700],� � И.� Димовски� ва� В.� Кирякова� [11,29-32]� ва� бошқалар�
томонидан�ривожлантирилди.�

� 1-таъриф.���Ушбу�функция�

 

...1

1

( )
,..., 0 1

1

1( ) 1 ;
( 1)... ( 1) 1

n

n

n
nn

n k
n

z
znJ z F

Г Г n

 

  
 

  
                

�

1

1

...

( )
,...,

1

1 ( )
( 1)... ( 1)

n

n

n

n

z
n j z

Г Г

 

  

 
 
  
 

�

1,..., n  �индексли�n -тартибли�гипер-�Бессел�функцияси�деб�аталади,��бу�ерда�

����������������  
1

1

( )
,..., 0 1

( ) 1 ;
1

n

n

nn
n k

zj z F
n  

          
� �

�

( 1)

1 1

( 1)
1

(1 ) (1 ) !

k n
k

k k n k

z
n

k 







    
    �.�����������������������������������

� Худди�шундай,��
1

1 1

...

( ) ( )
,..., ,...,

1( )
( 1)... ( 1)

n

n n

n n

z
nI z i

n

 

   

 
 
  

   
�

n -тартибли�модифицирланган��гипер-�Бессел�функцияси�таърифланади,�бу�ерда��

 
1

1
( )

,..., 10( ) 1 ;
1n

nn
n

n

k
zi Fz
n  

        
.�

� n�=�1�бўлганда,�ушбу���
    2(1)

0 1
/ 2

( ) ( ) 1; / 2 ,
( 1)
z

J z J z F z


  


   
 

�

    2(1)
0 1

/ 2
( ) ( ) 1; / 2

( 1)
z

I z I z F z


  


  
 

����

Бессел��функцияларига��эга�бўлгамиз.�������������������
Гипер-�Бессел�функциялари��қуйидаги�бошланғич�шартларни�қаноатлантиради:��

����������������������������������������� (0) 1,j  � ' ( 1)(0) ... (0) 0,nj j    �������������������������������������(2)�

(0) 1,i  �� ' ( 1)(0) ... (0) 0.ni i    �
Худди� гипер-Бессел� функциялари� каби� n-даражали� Бессел-Клиффорд���

функцияларини�ҳам�киритиш�мумкин:����������������������
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���� �����������������(3)�

Биз�мазкур�ишда�ушбу�

       1
, 0 21 1 1, 1,C z F z     


          �

икки�индексли�Бессел-Клиффорд�функцияси�хоссаларини�ўрганамиз.�
Бевосита�ҳисоблаш�орқали�қуйидаги�натижаларни�келтириб�чиқариш�мумкин:�

   , 1, 1
d C z C z
dz       .�

Математик�индукция�методи�ёрдамида�ушбу�

     , ,1
k

k
k kk

d C z C z
dz       �

тенгликнинг�тўғри�эканлиги�исботланди.�
Худди�юқоридаги�каби�ушбу�

   

   

, 1,

, , 1

,dz C z C z
dz
dz C z C z
dz

   

   

 

 





   
 
   
 

�

тенгликларни�бевосита�ҳисоблаш�ёрдамида�келтириб�чиқариш�мумкин.�
� Юқоридаги�тенгликлардан�    ,W z C z  �функция�

       2 ''' 3 '' 1 ' 0z W z zW z W W              �
тенгламани�қаноатлантириши�келиб�чиқади.�
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