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� � 1.�Введение.�Постановка�задачи.��
� � Рассмотрим�следующее�трехмерное�эллиптическое�уравнение�с�тремя�сингулярными�
коэффициентами��

2 2 2 0xx yy zz x y zLu u u u u u u
x y z
  

       ���������������������������������(1)�

в� полубесконечном� параллелепипеде�         , , : 0, , 0, , 0,x y z x a y z c      ,� где�

, , , ,a c R    ,�причем� 0, 0;a c  �  , ,u u x y z  неизвестная�функция.�
� В� зависимости� от� значений� параметров� , ,   �для� уравнения� (1)� в� области�  �
можно�сформулировать�различные�краевые�задачи.��
� Пусть� , , 1/ 2    .�Тогда�однозначно�решается�

� Задача� D �Найти� функцию�         2, , 0, [0, ) 0,u x y z C a c C      ,�

удовлетворяющую�уравнению�(1)�в�области� �и�краевым�условиям�
 0, , 0, 0 , 0 ;u y z y z c      ������������������������������������������(2)�

 , , 0, 0 , 0 ;u a y z y z c      ������������������������������������������(3)�

   ,0, , , 0 , 0 ;u x z f x z x a z c     ��������������������������������������(4)�
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 lim , , 0, 0 , 0 ;
y
u x y z x a z c


     ��������������������������������������(5)�

 , ,0 0, 0 , 0 ;u x y x a y      ��������������������������������������(6)�

 , , 0, 0 , 0 ,u x y c x a y      ��������������������������������������(7)�

где�  , ,f x y z  заданная�непрерывная�функция.�

� Пусть�теперь,� , , 1/ 2    .�Тогда�однозначно�решается�
� Задача� E .� Найти� ограниченную� при� 0x �и� 0z �функцию�

     2, , (0, ] [0, ) (0, ]u x y z C a c C      ,� удовлетворяющую� уравнению� (1)� в� области�
 �и�краевым�условиям�(3),�(4),�(5)�и�(7).�
� Отметим,�что�некоторые�краевые�и�нелокальные�задачи�в�двумерных�областях,�т.е.�в�
полуполосе� для� уравнения� с� сингулярными� коэффициентами� были� предметом�
многочисленных� исследований� [см.� например� 1,2,3].� Краевая� задача� в� бесконечном�
параллелепипеде� для� уравнения� с� вырождением� порядка� рассмотрено� в� [4],� а� в� работах�
[5,6,7]� для� уравнения� (1),� в� области�  , 0y b b const     ,� � исследованы� различные�
краевые�задачи.�
� В� данной� работе� докажем� существование� и� единственность� решения�
сформулированных�выше�задач�D �и�E .�
��
� 2.�Построения�собственных�функций�

�
� Сначала� исследуем� задачи� D .� Для� нахождения� решения� задач� D �применим�
метод�Фурье�[8].�Найдем�нетривиальные�решения�задачи�{(1),�(2),�(3),�(6),�(7)}.�С�этой�целью,�
разделив�переменные�по�формуле�      , , ,u x y z W x z Q y ,�из�уравнения�(1)�получим��

     2 0, 0 ,Q y Q y Q y y
y
        ������������������������������������(8)�

2 2 0, 0 , 0 ,xx zz x zW W W W W x a z c
x z
           ���������������������������(9)�

где� R константа�разделения.�
� Учитывая�однородные�краевые�условия�(2),�(3),� (6)�и�(7),�для�уравнения�(9)�получим�
следующую� задачу� на� собственные� значения� в� прямоугольнике�

  , : 0 , 0x z x a z c      :�

� Задача� xzD
 .�Найти� значения�параметра� �и�соответствующие�им�нетривиальные�в�

 �решения�      2,W x y C C    �уравнения�(9),�удовлетворяющие�условиям��

 0, 0, 0 ,W z z c   �������������������������������������������������(10)�

 , 0, 0 ,W a z z c   �������������������������������������������������(11)�

 ,0 0, 0 ,W x x a   �������������������������������������������������(12)�

 , 0, 0W x c x a   .�������������������������������������������������(13)�

� Путем� разделения� переменных�      ,W x z X x Z z �задача� xzD
 �сводится� к�

следующим� задачам� на� собственные� значения� для� обыкновенных� дифференциальных�
уравнений:�



Аниқ�ва�табиий�фанлар�

МАТЕМАТИКА� � �
�

�13�2020/№2�
�

������Задача� xD
 :�        2 0,L X x X x X x X x

x



      �  0 0,X  �   0;X a  �

������Задача� zD
 :�   0L Z z

   ,��  0 0,Z  ��   0Z c  ,�
где�  константа�разделения.�

� Сначала�найдем�решение�задачи� xD
 .�Рассмотрим�уравнение�   0L X x

  �и�найдем�

его�общее�решение.�Произведя� замену�      
1/2

/X x t p t





 ,� где� t x ,� 0  �(при�

0  ,� задача� xD
 �не� имеет� нетривиальных� решений),� из� уравнения�   0L X x

  �получим�
уравнение�Бесселя�[9]:�

       22 2 1 / 2 0.t p t tp t t p t        ������������������������������(14)�

Принимая� во� внимание� вид� общего� решения� [9]� уравнения� (14)� и� введенные�
обозначения,�получим�общее�решение�уравнения�   0L X x

  �в�виде��

     1 2X x d x J x d x Y x 
     ,������������������������������(15)�

где� 1/ 2   ,� 1d ,� 2d -произвольные� постоянные,�  lJ x �и�  lY x -� функция� Бесселя�

порядка� l �первого�и�второго�рода�[9]�соответственно.�
Из� (15)� следует,� что� решение� уравнения�   0L X x

  ,� удовлетворяющее� условию�

 0 0,X  �существует�только�при� 0  �и�оно�определяется�равенством�

   1/2
1 1/2X x d x J x

 
 .�������������������������������������������(16)���

� Подставляя� (16)� в� условие�   0X a  ,� получим� условия� существования�

нетривиального�решения�задачи� xD
 :���

 1/2 0J a   .�����������������������������������������������������(17)�

� Известно,�что�при� 1l   �функция�Бесселя�  lJ z �имеет�счетное�число�нулей,�причем�

все�они� вещественны�и� с� попарно�противоположными� знаками� [9].� Так� как�1/ 2 0  ,� то�
уравнение� (18)� имеет� счетное� число� вещественных� корней.� Обозначая� через� n  n-ный�
положительный� корень� уравнения� (17),� получим� значения� параметра�  ,� при� которых�

существуют� нетривиальные� решения� задачи� xD
 ,� т.е.� ее� собственные� значения:�

 2/n n a    ,�n N .�

� Полагая� в� (17)� ,n n N   �и� 1 1d  ,� получим� нетривиальные� решения�

(собственные�функции)�задачи� xD
 :�

�    1/2
1/2 / , .n nX x x J x a n N

 
  �������������������������������������(18)�

� Для�удобства�дальнейших�вычислений�систему�функций�(18)�нормируем:�
   

 2, 0,1
,n n n L

X x X x X


   ������������������������������������������(19)�

где�
 

       
2,

1/2
2 2

3/20,1
0

/ 2, .
a

n n nL
X x X x dx J x x




  

 
    

 
  �
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� Теперь�перейдем�к�исследованию�задачи�� zD
 .�Методом,�примененным�при�решении�

задачи� xD
 ,�найдем�общее�решение�уравнения�   0L Z z

   �при� n  :��

     1/2 1/2
3 1/2 4 1/2 ,n n n n nZ z d z J z d z Y z 

     
     �n N ,��������(20)�

где� 3nd �и� 4nd -произвольные�постоянные.��

Подставляя�(20)�в�краевые�условия�  0 0Z  ,�   0Z c  �имеем� 4 0nd  �и��

 1/2 0nJ c     ,��n N .�����������������������������������������������(21)�

Учитывая,� что� 1/ 2  �и� � обозначая� через� km  m-ый� положительный� корень� уравнения�
(21)� при�n k ,� имеем� те� значения�параметра� ,� при� которых�существуют�нетривиальные�

решения�задачи� zD
 :�    2 2/ / ,nm n nma c    � ,n m N .��

� Полагая�в�формуле�(20)� 3 4, 1, 0nm n nd d    ,� ,n m N ,�получим�нетривиальные�

решения�(собственные�функции)�задачи� zD
 �в�виде�

   1/2
1/2 / , , .nm nmZ z z J z c n m N

 
  ������������������������������������(22)�

� Для�удобства�систему�функций�(22)�нормируем:�
   

 2, 0,1
,

q
nm nm nm L
Z z Z z Z   �������������������������������������������(23)�

где�
 

       
2,

1/2
2 2

3/20,1
0

/ 2, .
q

c

nm nm nmL
Z q z Z z dz J q z z 

 

 
    

 
  �

� Согласно�работе�[9],�система�собственных�функций� (19)�и� (23)�полна�в�пространстве�
 2 0,1L �соответственно�с�весом� 2x  �и� 2z  .�

� Полагая�в�уравнении�(8)� nm  ,�найдем�общее�решение:�

     1/2 1/2
1/2 1/2 , 0nm nm nm nm nmQ y a y I y b y K y y 

   
      ,��������(24)�

здесь� nma ,� nmb –произвольные� постоянные,� ( )I z �и� ( )K z –модифицированные� функции�
Бесселя�порядка� �первого�и�третьего�рода�[9].�
� Теперь� найдем� собственные� функции� задачи� E ,� т.е.� найдем� нетривиальные� и�
ограниченные� при� 0x �и� 0z �функции�      2, , (0, ] [0, ) (0, ]u x y z C a c C      ,�
удовлетворяющие�уравнению�(1)�и�однородным�краевым�условиям�(3)�и�(7).�
� Для� этого� как� и� в� задаче� D ,� разделив� переменные� по� формуле�

       , ,u x y z X x Q y Z z ,�имеем�следующие�задачи�на�собственные�значения�

���� Задача� xE
 :�   0L X x

  ,��  0 ,X   ��   0;X a  �

���� Задача� zE
 :�   0L Z z

    ,�  0 ,Z   �   0Z c  ,�

где� ,   константы�разделения.�

� Общее�решение�уравнения�   0L X x
  ,�определяется�формулой�(15),�но�в�качестве�

 �здесь� берется�  .� Из� общего� решения� (15)� выбираем� такое� частное� решение,� чтобы�
выполнялось� условие� ограниченности� в� нуле.� В� силу� 1/ 2  ,� из� (15)� следует,� что�
ограниченное�при� 0x �решение�определяется�равенством������
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   1/2
1 1/2X x d x J x

 
  .�����������������������������������������������(25)�

� Подставляя� (25)� в� условие�   0X a  ,� получим� условия� существования�

нетривиального�решения�задачи� xE
 :�

 1/2 0J a   .���������������������������������������������������������(26)�

Так�как� 1/ 2  ,�то�уравнение�(26)�имеет�счетное�число�вещественных�корней.�Обозначая�
через� n  n-ный� положительный� корень� уравнения� (26),� получим� значения� параметра� ,�
при�которых�существуют�нетривиальные�решения�задачи� xE

 ,�т.е.�ее�собственные�значения:�

 2/n n a      ,�n N .�

� Полагая� в� (25)� ,n n N    �и� 1 1d  ,� получим� нетривиальные� решения�

(собственные�функции)�задачи� xE
 :�    1/2

1/2 / , .n nX x x J x a n N
 

  �
� После�нормировки�этой�системы�функций,�получим�

 
 

 1/2
1/2

1/2

2 / , .n n
n

X x x J x a n N
J














 


����������������������������(27)�

� Аналогично,�найдем�решение�задачи� zE
 :�

��  
   1/2

1/2
1/2

2 , ,nm nm n
nm

Z z z J z n m N
J






 







   


,������������������(28)�

где�    22/ / , ,nm n nma c n m N      ,� а� nm -� положительные� корни� уравнения�

 1/2 0nJ c     .��

Согласно� работе� [9],� система� собственных� функций� (27)� и� (28)� также� полна� в�
пространстве�  2 0,1L �соответственно�с�весом� 2x  �и� 2z  .�

Общее�решение�уравнения�(8)�при� nm   ,�определяется�в�виде�

     1/2 1/2
1/2 1/2 , 0nm nm nm nm nmQ y A y I y B y K y y 

   
       ,���������(29)�

где� ,nm nmA B  произвольные�постоянные.� �

� Следовательно,� собственные� функции� задачи� E ,� т.е.� нетривиальные� и�
ограниченные�при� 0x �и� 0z �решения�уравнения�(1),�удовлетворяющие�условиям�(3),�
(7),�имеют�вид�

 
   

1/2 1/2

1/2 1/2
1/2 1/2

2, , n nm
nm

n nm

x zx zu x y z J J
a cJ J

 

 

 

 

 

 

 

 

     
   




�

     1/2 1/2
1/2 1/2 , , ,nm nm nm nmA y I y B y K y x y z 

   
 

     
  .�����������(30)�

�
�
� 3.�Единственность�решения�
�
� Доказательство� единственности� решения� поставленных� задач� опирается� на� ниже�
доказуемые�две�леммы.�
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� Лемма� 1.� а)�Если� 1/ 2  ,� а�функция�         2, , 0, [0, ) 0,u x y z C a c C      -

есть� решение� уравнения� (1),� удовлетворяющее� условию�  0, , 0u y z  ,� то�

 2

0
lim , , ;xx
x u x y z


  �b)� Если� 1/ 2  ,� а� функция�

        2, , 0, [0, ) 0,u x y z C a c C      �есть� решение� уравнения� (1),�

удовлетворяющее�условию�  , ,0 0u x y  ,�то�  2

0
lim , , .zz
z u x y z


  �

�� Доказательство.� Разделив� переменные� по� формуле�        , , ,u x y z X x Q y Z z �
из� уравнения� (1)� по� переменным� x �и� z �получим� обыкновенные� дифференциальные�
уравнения�   0L X x

  �и�   0L Z z
   .� Пользуясь� общими� решениями� этих� уравнений,�

нетрудно� убедиться,� что� решения� уравнений�   0L X x
  �и�   0L Z z

   ,�

удовлетворяющие� соответственно� условиям�  0 0X  �и�  0 0Z  �при� , 1 / 2   ,� имеют�
вид�(19)�и�(23).�� Вычисляя� производную� первого� порядка� функции� (19)� и� (23)� по�
формуле�[9,56]�

   1
d x J x x J x
dx

 
 

       ,����������������������������������������(31)�

соответственно�имеем��

     1/2
1/2 3/22 /n n n nX x x J x a a J

   
       ,�

     1/2
1/2 3/22 /

nmnm nm nmZ z z J z c c J
   

  
     .�

Отсюда�следует,�что�  2

0
lim nx
x X x


   ,�  2

0
lim nmz
z Z x


   .�Если�учесть�эти�неравенства�

и� непрерывность� функций�    ,X x Q y �и�  Z z �в� своих� областях� определения,� то� из�

       , ,u x y z X x Q y Z z �легко� следует,� что�  2

0
lim , ,xx
x u x y z


  �и�

 2

0
lim , ,zz
z u x y z


  .�Лемма�1�доказана.��

� Лемма�2.�a)�Если� 1/ 2  ,�а�функция�      2, , (0, ] [0, ) [0, ]u x y z C a c C       �

ограниченное�при� 0x �решение�уравнения�(1),�то�  
0

lim , , 0xx
u x y z


 ;�b)�Если� 1/ 2  ,�а�

функция�      2, , [0, ] [0, ) (0, ]u x y z C a c C       �ограниченное� при� 0z �решение�

уравнения�(1),�то�  
0

lim , , 0zz
u x y z


 .�

� Доказательство.� Так� как� , 1 / 2   ,� то� ограниченные� в� нуле� решения� уравнений�

  0L X x
  �и�   0L Z z

   ,�соответственно�имеют�вид��(27)�и�(28).�Вычисляя�производную�
первого�порядка�этих�функций�по�формуле�(31),�имеем��

     1/2
1/2 1/22 /n n n nX x x J x a a J

   
         ,�

     1/2
1/2 1/22 /

nmnm nm nmZ z z J z c c J
   

 
     

   ,�
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Отсюда� следует,� что�  
0

lim 0nx
X x


  �и�  

0
lim 0nmz
Z x


  ,� в� силу� чего� из�

       , ,u x y z X x Q y Z z �следует,� что� �  
0

lim , , 0xx
u x y z


 �и�  

0
lim , , 0zz
u x y z


 .�Лемма�2�

доказана.�
� Теперь�переходим�к�доказательству�единственности�решения�задач�D �и�E .�Пусть�

 , ,u x y z  решение� задачи� D �и� E .� Следуя� работе� [10],� рассмотрим� следующие�
функции:�

       2 2

0 0

, , , ,
c a

nm n nmy u x y z x X x z Z z dxdz m n N     ,��������������������(32)�

� На�основании�(32)�введем�функции��

       
1 2

1 2

1 2

2 2, , , ,
c a

nm n nmy u x y z x X x z Z z dxdz m n N
 

   

 


 

   ,�������������(33)�

где� 1 �и� 2 �-�достаточно�малое�положительное�число.��

� Очевидно,�что�    1 2

1 2, 0
lim nm nmy y 

 
 


 .�

� Дифференцируем�равенство�(34)�по� y �при�0 y   :��

       
1 2

1 2

1 2

2 2, ,
c a

nm y n nmy u x y z x X x z Z z dxdz
 

   

 


 

      ,� ,n m N ;�

       
1 2

1 2

1 2

2 2, ,
c a

nm yy n nmy u x y z x X x z Z z dxdz
 

   

 


 

      ,� ,n m N .�

� Учитывая�уравнение�(1),�из�последних�равенств�имеем�

 
1 2

1 2

1 2

2 2 2c a

nm xx zz x y zy u u u u u
x y z

 
 

 

  
               
  �

   2 2
n nmx X x z Z z dxdz   �

     
2 1 1

2 1 1

2 2 22c a a

xx n x n nmu x X x dx u x X x dx z Z z dz
x

  
  

  

    
     

   
   �

       
1 2 2

1 2

1 2 2

2 2 22 2 .
a c c

zz nm z nm n nmu z Z z dz u z Z z dz x X x dx y
z y

  
   

  

  
             
   ���(34)�

� Преобразуем�следующие�интегралы:�

         
1 1 1

1

1
1 1 1

12 2 2 2
a a a

x
xx n n x x x n x nx
u x X x dx x X x d u u x X x u x X x dx

  
   


  

  
 



        �

     
1 1

1

1
1 1

2 2 2
a a

x a
x n n nx

x

u x X x u x X x u x X x dx
 

  


 

 
 




           �

     1 1 1

1 1 1

2 2 1 22
x a x a x a

x n n nx x x
u x X x x uX x x uX x

    

  


     

  
    �
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       
1

1

2 2 222 4 2 ,
a

n n nux X x X x x X x dx
x






  


        �

     
1 1

1

1
1 1

2 2 1 2 12 2 2
a a

x a
x n n x n x
u x X x dx x X x d u x X x u

x

 
  


 

  
 

  


    �

     
1

1

2 2 22 4 2 .
a

n nux X x x X x dx
x






  


      �

� На�основании�полученных�выше�равенств�имеем�

   
1 1

1 1

2 22a a

xx n x nu x X x dx u x X x dx
x

 
 

 

 

   �

     
1

1

1
1

2 2
a

x a
x n n n nx
u X x uX x x ux X x dx


 







 


       .��������������������������(35)�

Аналогично�находим�

   
2 2

2 2

2 22c c

zz nm z nmu z Z z dz u z Z z dz
z

 
 

 

 

   �

        
2

2

2
2

22 2/ .
cz c

z nm nm nm nmz
u Z z uZ z z c uz Z z dz

 





 


       ������������� (36)�

� Подставляя�(35)�и�(36)�в�равенство�(34),�получим�

     2
11 2

1
2

2
c

x a
nm x n n x

y u X x uX x x


  







 



           
 �

    
1

1

2 2
a

n n nmux X x dx z Z z dz


 






     1
2

2
1

2
a

z c
z nm nm z
u Z z uZ z z








 


     �

        
2

1 2

2

2 2 2 2/ .
c

nm nm n nmc uz Z z dz x X x dx y
y


  



 
      
 �

� Отсюда,� переходя� к� пределу� при� 1 0,  � 2 0  �и� принимая� во� внимание�
утверждения� лемм� 1� и� 2,� соответствующие� рассматриваемой� задаче,� и� краевых� условий�
задач� , , ,x z x zD D E E    �и�(3),�(7),�а�затем,�требуя�  , ,xu a y z   ,�  , ,zu x y c   ,�получим,�

что�  nm y �удовлетворяет�дифференциальному�уравнению�

     2 0, 0 ,nm nm nm nmy y y y
y
          �

т.е.�уравнению�(8).�Следовательно�    .nm nmy Q y  �
� Теперь,�учитывая�условия�(4)�и�(5),�из�(32)�находим��

 lim 0nmy
y


 ,������������������������������������������������������������ (37)�

       2 2

0 0

0 ,
c a

nm n nm nmf x z x X x z Z z dxdz f     .����������������������������(38)�
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� Если� рассмотрим� задачу�D ,� то� из� (24)� на� основании� асимптотических� поведений�
функций�  vI z �и�  vK z �при�больших� z �[11,172-173]:�

 
 1/22

xeI x
x




 ,�����  
1/2

2
xK x e

x
    

 
,�����������������������������������(39)�

следует,� что� решение� уравнения� (8),� удовлетворяющее� условию� (37),� определяется�
равенством�

   1/2
1/2nm nm nmQ y b y K y

 
 .�����������������������������������������(40)�

� � Учитывая�    nm nmy Q y  �и�подставляя�(40)�в�условие�(38),�получим��

     1/21/20 2 1 / 2nm nm nm nmQ b f
  


     ,�

откуда�однозначно�находится� :nmb �

 
 

1/21/22

1/ 2
nm

nm nmb f

 






 

.������������������������������������������(41)�

� � Принимая� во� внимание� равенства� (40),� (41)� и�    nm nmy Q y  ,� окончательно�
находим�

 
 

   
 

1/2
1/2

1/21/2

2
,

1/ 2

nm
nm nm nm nm

nm

K y
y f K y f

y







 

 




 
 

�����������������(42)�

где�          12 / , 0 1 0K z z K z K 
       �[12].�

� Если�рассмотрим�задачу� E ,�то�из�формулы�(29)�аналогично�находим�

   1/2 .nm nm nmy K y f   �������������������������������������(43)�

� Теперь�можем�доказать�следующую�теорему.�
� Теорема�1.�Если�существует�решение�задачи�D �и�E ,�то�оно�единственно.�
� Доказательство.� Для� этого� достаточно� доказать,� что� однородная� задача,�
соответствующая�задаче�D �и�E ,�имеет�только�тривиальное�решение.�Пусть�  , 0f x z  ,�

тогда� 0nmf  �при�всех� ,n m N .�В�силу�этого�равенства,�из�(42),�(43)�и�(32)�вытекает,�что�

     2 2

0 0

, , 0, ,
c a

n nmu x y z x X x z Z z dxdz m n N     .�

Отсюда,�в�силу�полноту� (для� каждого�n N )� системы�функций� (23)�и� (28)�в� �пространстве�
 2 0,1L �с�весом� 2z  ,�следует,�что�

   
1

2

0

, , 0,nu x y z x X x dx n N   .�

� Если� учесть� полноты� системы�функций� (19)� и� (27)� в� пространстве�  2 0,1L �с� весом�
2x  ,� из� последнего� равенства�вытекает,� что�  , , 0u x y z  �для� всех�  0,1x �и� при�любом�

 [0, ), 0,1y z   .��Теорема�1�доказана.�
�
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4.�Построение�и�обоснование�решения�задачи�
�
Метод�построения�и�обоснования�решения�поставленных�задач�D �и�E �одинаково.�

Поэтому�ограничимся�рассмотрением�задачи�D .���
� Решение�задачи�D �ищем�в�виде�суммы�ряда�Фурье-Бесселя:�

 
     

1/2 1/2

1/2 1/2 1/2
1 1 3/2 3/2

2, , n nm
nm nm

n m n nm

x zx zu x y z J J K y f
a cJ J

 

  
 

 


 

  

  
   

       
   

 ,���(44)�

где� nmf �определяется�формулой�(38).��

� Каждый�член�этого�ряда�удовлетворяет�всем�условиям�задачи�D .�Отметим,�что�при�
1/ 2  �знаменатель�коэффициентов�ряда�(45)�не�имеет�нули.�Если�докажем,�что�ряд�(44)�

и� ряды�   2 /xx xu x u ,�   2 /yy yu y u ,�   2 /zz zu z u ,� полученные� из� него�

дифференцированием,� сходятся� равномерно� в� области� их� рассмотрения,� то� его� сумма�
будет�решением�задачи�D .�При�этом�нам�понадобятся�ниже�доказуемые�четыре�леммы.��
� Лемма�3.�Для�каждого�фиксированного� n �и� [0, )y   �при�достаточно�больших�m �
справедливы�оценки�

���  nm nmy f  ,�������������������������������������������������������(45)�

 2 2
1nm nm nmy y y C f       ,������������������������������������(46)�

где� 1C –�положительная�постоянная.�
� Доказательство.�Непосредственное�вычисление�дает,�что�

   2 2
1nm nm nmy y y y        .�������������������������������������(47)�

Очевидно,�что�для�любых�значений� nm �и� 0y  ,�справедливо�неравенство��

 1/2 1nmK y   .�����������������������������������������������(48)�

Если� учесть� неравенство� (48),� то� из� (42)� и� (47)� сразу� следуют� оценки� (45)� и� (46).�
Лемма�3�доказана.�

Лемма� 4.� Для� всех�  0,x a �при� достаточно� больших� n �справедливы� следующие�
оценки:�

  2 ,nX x C ����������������������������������������������������(49)�

   22 2
3 / ,n nx x X x C a       ���������������������������������(50)�

где� 2 3,C C некоторые�положительные�постоянные.�

� Доказательство.� Очевидно,� что�    0,1nX x C �и� для� достаточно� больших�  �
справедлива�асимптотическая�формула�[11]�

  2 cos
2 4

J
  


    
 

.�

Поэтому�справедлива�оценка�(49).�
� Используя�формулу�(31),�из�(19)�и�(20)�найдем�

     2 1/2
1/2 3/22 /n n n nx X x x J x a a J 

   
       .���������������������(51)�
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Вычислим� производную� первого� порядка� функций� (51)� по� формуле� (31).� Затем,�
умножая�её�на� 2x  ,�имеем�

         22 2 2 1/2 2
1/2 3/22 / / .n n n n n nx x X x x J x a a J a X x  

     
 

           �

Отсюда�сразу�следует�справедливость�оценки�(50).�
� Аналогично�доказывается�следующая�лемма.�
� Лемма� 5.� Для� всех�  0,1z �и� n N �при� достаточно� больших� m �справедливы�
следующие�оценки:�

  4nmZ z C ,�����������������������������������������������������(52)�

 2 2 2
5 ,nm nmz z Z z C       ����������������������������������������� (53)�

где� 4 5,C C некоторые�положительные�постоянные.�
� Лемма�6.�Пусть�выполнены�следующие�условия:�

       , 0, , ,0 0f a z f z f x c f x    ,��������������������������������(54)�

      
2

2 2 , 0, 0,xzx z f x z C a b
x z

       
,��������������������������������(55)�

       0 0 0 00, , ,0 , 0f z f a z f x f x c    ,������������������������������(56)�

где�    
2

2 2 2 2
0 , ,xzf x z x z x z f x z

x z
          

.�

Тогда�для�больших�n �и�m �справедлива�оценка�
6

3 3nm
n nm

Cf
 

 ,����������������������������������������������������� (57)�

где� 6C –�положительная�постоянная.�
Доказательство.�На�основании�формулы�(30)�коэффициенты� nmf ,�которые�задаются�

формулой�(38),�представимы�в�виде�

   3/2 3/2

2
nm

n nm n nm

acf
J J     

  �

  1/2 1/2
1/2 1/2

0 0

,
c a

n nmx zd df x z x J z J dxdz
dx a dz c

 
 
  

   
             

      
  .�

Применяя�правило�интегрирования�по�частям�три�раза�и�учитывая�условия�(54)-(56),�
из�последнего�получим�

 
   

3

3 3
3/2 3/2

2
nm

n nm n nm

ac
f

J J     

  �

  1/2 1/2
0 1/2 1/2

0 0

, .
c a

n nm
xz

x zf x z x J z J dxdz
a c

 
 
  

   
       
     �����������������������(58)�

� Отсюда� для� n N  �при� достаточно� больших� m �следует� оценка� (57).� Лемма� 6�
доказана.�
� Теперь� переходим� к� исследованию� сходимости� рядов.� Из� (44)� почленным�
дифференцированием�формально�составим�ряды:�
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     2 2

1 1

2 ,xx x n nm nm
n m

u u x x X x y Z z
x

  
 



 

     �������������������(59)�

     2 2

1 1

2 ,yy y n nm nm
n m

u u X x y y y Z z
y

  
 



 

     �������������������(60)�

     2 2

1 1

2
zz z n nm nm

n m
u u X x y z z Z z

z
  

 


 

     .�������������������(61)�

� В� силу� оценок� (45),� (49)� и� (52),� ряд� (44)� при� любом�      , , 0, [0, ) 0,x y z a c    �
мажорируется�числовым�рядом�

7
1 1

nm
n m

C f
 

 
 ,����������������������������������������������������(62)�

а� ряды� (59)-(61)� при� любом�  , ,x y z �на� каждом� компакте� K   �мажорируются�
соответственно�числовыми�рядами��

2
8

1 1
n nm

n m
C f

 

 
 ,���������������������������������������������� (63)�

9
1 1

nm nm
n m

C f
 

 
 ,������������������������������������������������(64)�

2
10

1 1
nm nm

n m
C f

 

 
 ,�����������������������������������������������(65)�

где� , 7,10jC j   �некоторые�положительные�постоянные.�
� Согласно�лемме�6,�ряды�из�(62)-(65)�оцениваются�соответственно�числовыми�рядами�

1311 12 14
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1
, , ,nm

n m n m n m n mn nm n nm n nm n nm

CC C C
       

       

       
    ,�����������������(66)�

где� , 11,14jC j  некоторые�положительные�постоянные.�
� Нетрудно� убедиться,� что� ряды� (66)� сходятся,� следовательно,� сходятся� и� ряды� (63),�
(64),� (65),� тогда,� согласно� признаку� Вейерштрасса,� равномерно� сходится� ряд� (44)� в�
   0, [0, ) 0,a c   ,� а� ряды� (63)-(65)� на� каждом� компакте� K   .� Поэтому� функция�

 , ,u x y z ,�определенная�рядом�(44),�удовлетворяет�всем�условиям�задачи�D .�
� Таким�образом,�доказана�
� Теорема�2.�Пусть�функция�  ,f x z �удовлетворяет�условиям�(54)-(56).�Тогда�решение�

задачи�D �существует,�единственно�и�определяется�формулой�(44).�
� Аналогичным�методом�доказывается�следующая�
� Теорема�3.�Пусть�функция�  ,f x z �удовлетворяет�условиям�(54)-(56).�Тогда�решение�

задачи�E �существует,�единственно�и�определяется�формулой��

 
     

1/2 1/2

1/2 1/2 1/2
1 1 1/2 1/2

2, , ,n nm
nm nm

n m n nm

x zx zu x y z J J K y f
a cJ J

 

  
 

 


 

  

  
   

     
   


 


�

где��
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   1/2 1/2

2
nm

n nm

acf
J J   

 


  1/2 1/2
1/2 1/2

0 0

,
c a

n nmx z
f x z x J z J dxdz

a c
 

 
  

 

     
   

 


.�

� Замечание.�Можно�сформулировать�и�исследовать�задачи,��близкие�к�задачам�D �и�
E ,� и� в� том� случае,� когда� параметры� , ,   �удовлетворяют� одному� из� следующих�

условий:�  1/ 2, , 1 / 2    ,�  1/ 2, , 1/ 2    ,�  , 1/ 2, 1 / 2    ,�

 , 1/ 2, 1 / 2    ,� , 1/ 2, 1/ 2    .�
�
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