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Аннотация�
Рассчитаны� недиагональные� матричные� элементы� эффективного� гамильтониана� носителей� тока�

как�в�приближении�зонной�теории,�где�рассматриваются�зона�проводимости,�валентная�зона,�состоящая�из�
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Annotation�
The�matrix�elements�of�the�effective�carrier�Hamiltonian�are�calculated�as�in�the�Kane�approximation,�where�the�

conduction�band,�the�valence�band�consisting�of�light�and�heavy�hole�subbands,�and�the�spin-split�band,�as�well�as�in�the�
Luttinger-Kohn�model,�are�considered.�
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Как� указано� в� первой� части� данной� статьи� [1],� многие� физические� параметры�

кристаллического�потенциала�зависят�от�зонной�структуры�полупроводника�[2-10].�При�этом,�
обычно,� в� зонной� теории� считают,� что� кристаллический� периодический� потенциал� всегда�
является� четной� функцией� координат.� Однако,� в� отдельных� случаях,� например,� в�
полупроводнике,�где�имеется�гетеропереход,�периодический�потенциал�кристалла�наряду�с�
симметричной� частью,� может� иметь� и� асимметричную� часть.� Этот� случай� требует�
отдельного� анализа�матричных� элементов� эффективного� гамильтониана� носителей� тока� в�
приближении,� где� рассматриваются� зона� проводимости,� валентная� зона,� состоящая� из�
подзон�легких�и�тяжелых�дырок�и�спин-�отщепленная�зона�[7,�8].��

Следуя�по�[1]�имеем�следующее�уравнение�Шредингера��
{�� +

ћ
	


��
 [��⃗ � × �⃗] ⋅ �⃗}����⃗ (�⃗) =  �(!�⃗ )����⃗ (�⃗).� � (1)�

Здесь�и�ниже�обозначения�соответствуют�обозначениям�работы�[1].�
Если� решение� (1)� ищем� в� виде� функции� Блоха�����⃗ (�⃗) = "#��⃗ $⃗%���⃗ (�⃗) ,� тогда� получим�

уравнение�для�Блоховской�амплитуды�%���⃗ (�)��в�виде��
{�� +

ћ

�
!�⃗ �⃗ + ћ

	

�&
 [��⃗ � × �⃗] ∙ �⃗ + ћ

	

�&
 [��⃗ � × !�⃗ ] ∙ �⃗}%���⃗ (�⃗) =  (%���⃗ (�)�(2)��

где�  ( =  �(!�⃗ ) −
ћ�

*
�
�.� Последний�

член� в� (2)� описывает� спин-
орбитальное� взаимодействие,�
зависящее� от� волнового� вектора�
носителей� тока.� Таким� образом,�
эффективный� гамильтониан,�
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действующий�на�периодическую�функцию�%���⃗ (�)�,�выражается�в�виде:��
� = �� +

ћ

�
!�⃗ �⃗ + ћ

	
�
с [��⃗ � × !�⃗ ] ⋅ �⃗ + ћ

	
�
с [��⃗ � × �⃗] ⋅ �⃗���� (3)�

Здесь��, =
ћ

�
!�⃗ �⃗�и��* =

ћ

	
�
с -��⃗ � × !�⃗ . ⋅ �⃗�появляются�из-за�перехода�от�Блоховской�функции�

к� функции� %���⃗ (�) ,� �/ =
ћ

	
�
с [��⃗ � × �⃗] ⋅ �⃗ �слагаемое� описывают� � зависимого� спин-

орбитального� взаимодействия.� Блоховская� амплитуда� %���⃗ (�) �для� электронов� в� зоне�
проводимости�можно� представить� как:�|12 ↑〉, |12 ↓〉,� а� для� дырок� в� валентной� зоне-|7 ↑〉, |7 ↓
〉, |8 ↑〉, |8 ↓〉, |9 ↑〉, |9 ↓〉 �с� соответствующими� собственными� энергиями�  : �� и�  ; ,� которые�
определены� как���|2〉 =  <|2〉, ��|7〉 =  ;|7〉, ��|8〉 =  ;|8〉,���|9〉 =  ;|9〉,� где� (см.,� например,�
[8])��

|2〉 = ,
√	>

��,�|9〉 = ? /
	>

@
$�,�|7 ± 18〉 = ? /

	>
A±#B
$ ,��� � (4)�

Ниже�базисные�функции�носителей�тока�как�в�зоне�проводимости,�так�и� �в�валентной�
зоне�представим,� как� в� работе� [1]� (см.формулы� (8,9)).�На�основе�этих�функций�определим�
недиагональные� матричные� элементы� гамильтониана� (3).� Это� требует� рассчитать�
матричные� элементы� каждого� слагаемого� (3)� по� отдельности,� где� в� дальнейших� расчетах�
учтем,� что�∭ ADEF∙BG∙@H

$I
J
KJ L�⃗ =∭ AD∙BGEF∙@H

$I
J
KJ L�⃗ =∭ AD∙BG∙@HEF

$I
J
KJ L�⃗ = 0,� где�L�⃗ = L LNLO,�m,�

l,PQ�-целые�числа.�Тогда�матричные�элементы�операторов�
��, =

ћ

�
!�⃗ �⃗,��* =

ћ

	
�
с -��⃗ � × !

�⃗ . ⋅ �⃗, �/ =
ћ

	
�
с [��⃗ � × �⃗] ⋅ �⃗��(5)�

определяются� со� следующими� соотношениями:� из-за� ортогональности� спиноров�
недиагональные� матричные� элементы�〈1|��|2〉,�〈1|�,|2〉равняется� нулю,� а� выражение� для�
недиагональных�матричных�элементов�〈1|�*|2〉�и�〈1|�/|2〉�приведены�ниже:�

P〈1|�*|2〉 = 〈1|�*|2〉 = 〈−12 ↓ |�*|
UK#V
√*

↑〉 = ћ

	
�
с {W*, − 1W**},��

〈1|�/|2〉 = 〈1|�/|2〉 = 〈−12 ↓ |�/|
UK#V
√*

↑〉 = ћ
	
�

с (W/, − 1W/*),��
где��

W*, = W*,
(,) − 1W*,

(*),�W*,
(,) = !@?

,
	>?

/
	>∭

XY($⃗)
XB

AK#B
$

J
KJ L LNLO,�

W*,
(*) = !BZ

3
4]

Z 1
4]^

_V(�⃗)
_O

  − 1N
�

J

KJ
L LNLO;�

W** = W**
(,) − 1W**

(*),�W**
(,) = !AZ

,
	>
? /
	>∭

XY($⃗)
X@

AK#B
$

J
KJ L LNLO,�

W**
(*) = !@Z

3
4]

Z 1
4]^

_V(�⃗)
_ 

  − 1N
�

  − 1N
�

J

KJ
L LNLO;�

W/, = 〈2 b-��⃗ � × �⃗.Ab
UK#V
√*

〉 = W/*
(,) − W/,

(*),�

W/,
(,) = ℏ

#
? ,
	>
? /
	>∭ dXY($⃗)XB e (−1) @$

AK#B
$

J
KJ L LNLO,�

W/,
(*) =

ℏ
1
Z 1
4]

Z 3
4]^ f

_�(�⃗)
_O g

1
�/ {−1( 

* + O*) − N }
J

KJ
L LNLO;�

W/* = 〈2 b-��⃗ � × �⃗.Bb
UK#V
√*

〉 = W/*
(,) − W/*

(*),�

W/*
(,) =

ℏ
1
Z 1
4]

Z 3
2]^ f

_�(�⃗)
_O g

1
�/ {N

* + O* − 1N }
J

KJ
L LNLO,�
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W/*
(*) =

ℏ
1
Z 1
4]

Z 3
4]^ f

_�(�⃗)
_  g (−1)

O
�
  − 1N
�*

J

KJ
L LNLO,�

откуда� видно,� что� ненулевые� значения� этих� матричных� элементов� определяются�
физической� природой,� т.е.� зависимостью� от� координаты� кристаллического� потенциала:�
�(�⃗) = �h::(�⃗) + �:#
(�⃗).��

Теперь� анализируем� функций� �Wj
 :� а)�W*, �состоит� из� двух� слагаемых,� первое� из�
которых� отлично� от� нуля� при�V(�⃗) = �h:#
( ) + �:#
(N) + �:#
(O),� а� второе� отлично� от� нуля�
при�V(�⃗) = �h:#
( ) + �h:#
(N) + �h:#
(O);�б)�W**�состоит�из�двух�слагаемых,�первое�из�которых�
отлично� от� нуля� при�V(�⃗) = �h:#
( ) + �h:#
(N) + �h:#
(O) ,� а� второе� отлично� от� нуля� при�
V(�⃗) = �:#
( ) + �h:#
(N) + �:#
(O);� с)�W*,

(,)�от� нуля� при�V(�⃗) = �h:#
( , ) + �:#
(N) + �:#
(O);� д)�
W*,
(*) �и� �W**

(,)Pсостоит� из� двух� слагаемых,� первое� из� которых� отлично� от� нуля� при�V(�⃗) =
�h:#
( ) + �:#
(N) + �h:#
(O) ,� а� второе� отлично� от� нуля� при� V(�⃗) = �:#
( ) + �h:#
(N) +
�h:#
(O);� е)�W**

(*)�состоит� из� двух� слагаемых,� первое� из� которых� отлично� от� нуля� при�V(�⃗) =
�h:#
( ) + �h:#
(N) + �:#
(O),�а�второе�отлично�от�нуля�при�V(�⃗) = �:#
( ) + �h:#
(N) + �:#
(O);�
ф)�W/,

(,)Pсостоит�из�двух�слагаемых,�первое�из�которых�отлично�от�нуля�при�V(�⃗) = �h:#
( ) +
�:#
(N) + �h:#
(O),� а� второе� отлично� от� нуля� при�V(�⃗) = �:#
( ) + �h:#
(N) + �h:#
(O);�Ж)�W/,

(*)�
состоит�из�двух�слагаемых,�первое�из�которых�отлично�от�нуля�при�V(�⃗) = �:#
( ) + �:#
(N) +
�h:#
(O),�а�второе�отлично�от�нуля�при�V(�⃗) = �h:#
( ) + �h:#
(N) + �h:#
(O);�ж)�W/*

(,)�состоит�из�
двух�слагаемых,�первое�из�которых�отлично�от�нуля�при�V(�⃗) = �:#
( ) + �:#
(N) + �h:#
(O),�а�
второе� отлично� от� нуля� при�V(�⃗) = �h:#
( ) + �h:#
(N) + �h:#
(O) ;� к)�W/*

(*) �состоит� из� двух�
слагаемых,� первое� из� которых� отлично� от� нуля� при�V(�⃗) = �:#
( ) + �h:#
(N) + �h:#
(O),� а�
второе�отлично�от�нуля�при�V(�⃗) = �:#
( ) + �h:#
(N) + �h:#
(O).��

Аналогичным� образом� получим� выражения� для� следующих� матричных� элементов:�
(��) = 〈1|�|3〉 = 〈−12 ↓ |�|9 ↓〉 P= 0 ,� �(�,),/ = 〈−12 ↓ |�,|9 ↓〉 = −1〈2| ћ


�
!�⃗ �⃗|9〉 = !@℘@ ,� где�℘@ =

− ћ


�

√/
	>∭

AlB

$m
J
KJ L LNLO.�

(�*),/ = 〈−12 ↓ |�*|9 ↓〉 = 〈−12 ↓ |
ћ*

4n�
*с* -�

�⃗ � × !�⃗ . ⋅ �⃗|9 ↓>=�

= 1
ћ*

4n�
*с*

1
√4]

Z 3
4]^ (

_�
_  !B −

_�
_N !A)

O
�

J

KJ
L LNLO,�

Из� последнего� видно,� что� первое� слагаемое� отлично� от� нуля� при�V(�⃗) = �h:#
( ) +
�:#
(N) + �h:#
(O),�а�второе�отлично�от�нуля�при�V(�⃗) = �:#
( ) + �h:#
(N) + �h:#
(O).�
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откуда�видно,�что�этот�матричный�элемент�отличен�от�нуля�при�V(�⃗) = �h:#
( ) + �h:#
(N) +
�h:#
(O)�

Таким� образом,� показали,� что� при� учете� асимметричной� части� кристаллического�
потенциала� в� полупроводниках� получаются�дополнительные� слагаемые� в� недиагональных�
матричных� элементах� эффективного� гамильтониана.� Если� считать,� что� кристаллический�
потенциал� не� имеет� асимметричной� части,� тогда� все� выражения,� полученные� выше� и�
связанные�с��h:#
( , N, O),�обращаются�в�ноль�автоматически.��
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