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Annotatsiya 

Ushbu maqolada ikki o‘zgaruvchili, to‘rtinchi tartibli  2;2;2
0;3;3 ,F x y  Kampe de Feriyet funksiyasining integral 

ko‘rinishlari va bu funksiya qanoatlantiruvchi xususiy hosilali to‘rtinchi tartibli differensial tenglama sistemasi tuzilgan. 
 

Аннотация 
В этой статье изучаются свойства функции Кампе де Фериет от двух аргументов четвертого 

порядка  2;2;2
0;3;3 ,F x y . Доказаны интегральные представления и система дифференциальных уравнений в 

частных производных гипергеометрического типа, которую удовлетворяет указанная функция.  
 

Abstract 

This article studies the properties of the Kampe de Feriet function  2;2;2
0;3;3 ,F x y  of two fourth-order arguments. 

Integral representations and a system of differential equations in partial derivatives of hypergeometric type, which is 
satisfied by the indicated function, are proved. 

 
Kalit so‘zlar: Ko‘p o‘zgaruvchili gipergeometrik funksiyalar, integral ko‘rinishlar, gipergeometrik tipdagi sistemalar. 
Ключевые слова: Гипергеометрические функции многих переменных, интегральные представления, 

система уравнение гипергеометрического типа.  
Key words: Hypergeometric functions of several variables, integral representations, system of equations of 

hypergeometric type. 

 
Введение 

Гипергеометрическая функция - обобщение геометрической прогрессии, обладает 
множеством замечательных свойств, благодаря которым она привлекала внимание 
математиков в течении по крайней мере двух веков. Изучение этой функции привело Гаусса 
(Johann Carl Friedrich Gauss) к исследованию вопроса сходимости рядов, Римана (Georg 
Friedrich Bernhard Riemann) – к задаче об аналитическом продолжении и изучению 
дифференциальных уравнений с особыми точками. 
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Название "гипергеометрический" этому ряду дал Валлис (John Wallis) в 1655 году. 
Позже его изучали Эйлер (Leonard Euler) и Куммер (Ernst Eduard Kummer). Однако, до работ 
Гаусса это ряд нельзя было называть функцией в современном понимании этого слова. 
Гаусс доказал сходимость гипергеометрического ряда и следовательно, существование 
гипергеометрической функции. 

Тем не менее, проблемы оставались и после работ Гаусса. Легко понять, что 
гипергеометрический ряд сходится лишь в единичном круге на комплексной плоскости, в то 
время как, гипергеометрическая функция может быть аналитически продолжена и за 
границу этого круга. Проблема - построить аналитическое продолжение 
гипергеометрической функции на всю комплексную плоскость. Такое аналитическое 
продолжение можно сделать, изучив свойства решений дифференциального уравнения для 
гипергеометрической функции. 

Большой интерес к теории гипергеометрических функций связан c тем, что решение 
многих прикладных задач, включая задачи теплопроводности и газовой динамики, 
электромагнитные колебания, квантовой механики и теория потенциала можно получить с 
помощью гипергеометрических (высших и специальных или трансцендентных) функций [1-7, 
17, 18]. Такие функции часто называют специальными функциями математической физики.  

Цель настоящей работы доказать некоторые свойства для наиболее общей 

гипергеометрической функции двух переменных  2;2;2
0;3;3 ,F x y  четвертого порядка, то есть 

рассматривается функция из класса гипергеометрических функций Кампе де Фериет двух 
переменных (см. [1, 19]): 

 
 

 
 

 
 

     

     
1 1 1: ;

: ;
, 0

1 1 1

: ; ;
, ,

;: ; ! !

p q k

j j jr s r s
p q j j jkp q k r s

l m n l m n
r snl m

j j jr s r s
j j j

a b c
a b c

F x y x y
ge f r s  

 
  




  

 
 

  

  


  
 (1.1) 

область сходимости ряда (1.1) определяется следующим образом: 
 

если 1, 1,p q l m p k l n         то  , ,x y     

если же 1, 1,p q l m p k l n         то 
1 1

1,p l p lx y    при ,p l  

и 

 max , 1,x y   при ,p l         (1.2) 

где        1 2
1

p

j pm n m nm n m n
j

a a a a
  



  .  

Отметим, что функции Римана и фундаментальные решения вырождающихся 
дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка выражаются с 
помощью гипергеометрических функций многих переменных (см. [2, 3, 4, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 
14, 15, 16, 20, 21]). Поэтому при исследовании краевых задач для этих уравнений в частных 
производных нам необходимо изучить решение системы дифференциальных уравнений в 
частных производных гипергеометрических функций и найти явные линейно независимые 

решения (см. [10, 11, 12, 13]). Функция : ;
: ;
p q k

l m nF  содержит большое количество функций типа 

Аппеля. Здесь мы выбираем функции 2;2;2
0;3;3F  определяемый следующим двойным рядом (см. 

[1, 19]): 

           
           

1 2 1 21 22;2;2
0;3;3

1 2 3 1 2 3

1 2 1 2 1 2

, 0 1 2 3 1 2 3

, ; , ;, :
,

, , ; , , ;:

,
! !

m nm n m n m m n n

m n m m m n n n

b b c ca a
F x y

a a b b c c
x y

m n

     

     


 



 
  

 
    (1.3) 
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где 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , , , ,a b b c c e e f f   постоянные числа, причем 1 2 1 2, , ,e e f f  не являются 

отрицательными целыми числами а 

      1 2 1 ,
r

a a a a a r       0
1,a       /

r
a a r a     обозначение Похгаммера 

(Leo Pochgammer),  a  - гамма функция Эйлера. 

 

1. Интегральные представления гипергеометрической функции  2;2;2
0;3;3 ,F x y  

Гипергеометрические функции от двух переменных могут выражаться либо 
интегралами типа Эйлера, либо интегралами типа Лапласа или интегралами Меллина (H.J. 
Меllin). Такие интегральные представления могут быть найдены во многих случаях, но 
подынтегральная функция в большинстве случае содержит гипергеометрическую функцию 
или их произведения. 

Естественно, список гипергеометрических функции от двух переменных слишком 
велико и здесь невозможно привести полный перечень интегральных представлений. 
Интегральные представления полезны для аналитического продолжения 
гипергеометрических функции от двух переменных, в теории их преобразования, а также 
для интегрирования гипергеометрических систем дифференциальных уравнений в частных 
производных. 

Теорема 1. Если выполняются условия  0, 0, 1, 2,... , 1,2,3.i i Z i        и 

1 1Re Re 0,b   то имеет место следующее интегральные представления 

 
      1 11

1 2 1 21 22;2;2
0;3;3

1 2 3 1 2 3

1
1 2 1 21 21 1 2;1;2

0;2;3
2 3 1 2 31 1 1 0

1 1

, ; , ;, :
,

, , ; , , ;:

; , ;, :
1 , ,

, ; , , ;:

Re Re 0,

bb

b b c ca a
F x y

b c ca a
F x y d

b b

b



     


   

    


 

 
  

  
       

 

  (2.1) 

где,   

1 2 2 1 22 1 21 22;1;2
0;2;3

, 02 3 1 2 3 2 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ); , ;, :
, .

, ; , , ;: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ! !
m n m n m n n m n

m n m m n n n

a a b c cb c ca a
F x y x y

m n         


 



 
  
  (2.2) 

Доказательство. Для доказательства теоремы 1, покажем, что из правой части 

равенства (2.1), можно вывести левую часть, то есть функцию  2;2;2
0;3;3 ,F x y .  

В самом деле 



Aniq va tabiiy fanlar   
  MATEMATIKA 

 

 176 2022/№4 
 

 
     

 
       

 
 

1 11

1 11

1
1 2 1 21 21 1 2;1;2

0;2;3
2 3 1 2 31 1 1 0

1
1 1 2 2 1 21 1

, 01 1 1 2 3 1 2 30

1

1 1

; , ;, :
1 ,

, ; , , ;:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ! !

bb

b mm n m n m n nb n

m n m m n n n

b c ca a
F x y d

b b

a a b c c
x y d

b b m n

b






   

    


   

     




 


   



  
      


  
  



 





   

 
   

 
 

1 11

1
11 2 2 1 2 1

, 01 2 3 1 2 3 0

1 2 2 1 21
1 1 1

, 01 1 1 2 3 1 2 3

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ! !

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ; )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ! !

bm n m n m n n m bm n

m n m m n n n

m n m n m n n m n

m n m m n n n

a a b c c
x y d

b m n

a a b c c
x y B m b b

b b m n

b

  
    




     





    




 



 



   
  



 

 



 
 

   

1 2 2 1 2 1 1 1

, 01 1 2 3 1 2 3 1

1 2 2 1 21 1 1 1 1

, 01 1 1 2 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ! ! ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ! ! (

m n m n m n n m n

m n m m n n n

m n m n m n n m n m

m n m m n n n

a a b c c Г m b Г b
x y

b m n Г m

a a b c c Г b b Г b
x y

b b m n Г


     

 
     


 




 



  


 

  

  




1 1

1 2 2 1 2 1

, 0 2 3 1 2 3 1

1 2 1 2 1 2 1 21 22;2;2
0;3;3

, 0 11 2 3 1 2 3

)( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ! ! ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ;, :

,:( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ! !

m

m n m n m n n m n m

m n m m n n n m

m n m n m m n n m n

m n m m m n n n

a a b c c b
x y

m n

a a b b c c b ba a
x y F

m n

 

     

      


 




 





 

 




 1 2

2 3 1 2 3

, ;
, .

, ; , , ;

c c
x y

   
 
 
 

 

 
При доказательстве была использована определение Бета функции Эйлера [1,6,19] 

   
1

11

0

, 1 , , 0.
baВ a b d a b          (2.3) 

Теорема доказана. 

Теорема 2. Если выполняются условия  0, 0, 1, 2,... , 1,2,3.i i Z i        и 

1 1 2 2Re Re 0,Re Re 0,b b      то имеет место следующее интегральные 

представления  

   
       

   1 1 2 21 2
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1 1 1 21 21 1 2;0;2
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   

 

    

  
         

 
     

   

   (2.4) 

где,   

1 2 1 22 1 21 22;0;2
0;1;3

, 02 3 1 2 3 2 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ); , ;, :
, .

, ; , , ;: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ! !
m n m n n n m n

m n m m n n n

a a c cb c ca a
F x y x y

m n         


 



 
  
  (2.5) 

Доказательство. Для доказательства теоремы 2, покажем, что из правой части 

равенства (2.4), можно вывести левую часть, то есть функцию  2;2;2
0;3;3 ,F x y . В самом деле 
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

 

При доказательстве была использована определение Бета функции Эйлера (2.3). 

Теорема 3. Если выполняются условия  0, 0, 1, 2,... , 1,2,3.i i Z i        и 

1 1Re 0,Re 0,b c   то имеет место следующее интегральные представления  

 

 
   

   11

1 2 1 21 2 1 12;2;2
0;3;3

1 2 3 1 2 3 1 1

1
1 2 21 2 1 11 3;1;1

0;3;3
1 2 3 1 2 30

1 1

, ; , ;, :
,

, , ; , , ;:

; ;, , :
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, , ; , , ;:
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b b c ca a b c
F x y

b c

b ca a b c
F x y d

b c

     

    
     



  
     

 
    

 

  (2.6) 
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здесь,   

1 2 1 1 2 22 21 2 1 13;1;1
0;3;3

, 01 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ;, , :
, .
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F x y x y
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
  



 
  


(2.7)  
Доказательство. Для доказательства теоремы 3, покажем, что из правой части 

равенства (2.6), можно вывести левую часть, то есть функцию  2;2;2
0;3;3 ,F x y . В самом деле 
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При доказательстве была использована определение Бета функции Эйлера (2.3). 

Теорема 4. Если выполняются условия  0, 0, 1, 2,... , 1,2,3.i i Z i        и 

1 2 1 2Re 0,Re 0,Re 0,Re 0,b b c c     то имеет место следующее интегральные 

представления 
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 (2.8) 
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Aniq va tabiiy fanlar 

MATEMATIKA   
 

 179 2022/№4 

Доказательство. Для доказательства теоремы 4, покажем, что из правой части 

равенства (2.8), можно вывести левую часть, то есть функцию  2;2;2
0;3;3 ,F x y В самом деле  
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Теорема 5. Если выполняются условия  0, 0, 1, 2,... , 1,2,3.i i Z i        и 

1 1 2 2 1 1 2 2Re Re 0,Re Re 0,Re Re 0,Re Re 0,b b c c            то имеет место 

следующее интегральные представления 
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Доказательство. Для доказательства теоремы 5, покажем, что из правой части 
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Учитывая равенства  
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Мы имеем 
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При доказательстве была использована определение Бета функции Эйлера (2.3). 

Теорема 6. Если выполняются условия  0, 0, 1, 2,... , 1,2,3.i i Z i        и 

1 2Re 0,Re 0,a a   то имеет место следующее интегральные представления 
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где  2 3 1 2 1 2 3, ; , , ;F z      обобщенная гипергеометрическая функция [1,6], 
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3.Система дифференциальных уравнений для гипергеометрической функции 

Кампе де Фериет от двух аргументов четвёртого порядка. 
 
Горн [6,19] дал следующее общее определение: двойной степенной ряд  

,
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является гипергеометрическим рядом, если два отношения  
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где  , ', , 'F F G G – многочлены от m и n, имеющие соответственно степени 

, ', , 'p p q q . При этом предполагается, что  ' ,F m n имеет множитель 1m  ,  ' ,G m n имеет 

множитель 1n  . Предполагается, что     , , ' ,F m n F m n  и    , , ' ,G m n G m n  не имеют 

общих множителей. В этом случае говорят, что наибольшее из 4 чисел , ', , 'p p q q , 
называют порядком гипергеометрического ряда (3.1). 

Тогда имеет место следующий система дифференциальных уравнений [6,19] 
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где функция    : ;
: ;, ,p q k
l m nu x y F x y  определяется формулой (1.1) и  
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Из гипергеометрической функции (1.3) следует 
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Тогда из обозначения (3.5), следуют 
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Исходя из равенства (3.6) - (3.7) и учитывая (3.5), мы имеем 
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   (3.8) 

     
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 

   
   (3.9) 

При вычислении отношения (3.8) и (3.9) были использована тождества 
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  (3.10) 

Далее, на основе системы (3.3), в силу (3.8) - (3.9) мы определяем 
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 (3.11) 

После некоторых вычислений, мы из (3.11) окончательно определяем систему 
дифференциальных уравнений четвертого порядка 
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(3.12) 
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