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SINGULYAR KOEFFITSIYENTLI PARABOLO-GIPERBOLIK TENGLAMA UCHUN 
INTEGRAL SHART VA BITSADZE-SAMARSKIY SHARTI QATNASHGAN MASALALAR 

 
ЗАДАЧИ С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ И УСЛОВИЕМ БИЦАДЗЕ-САМАРСКОГО 

ДЛЯ ПАРАБОЛО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА СО 
СИНГУЛЯРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 

 
PROBLEMS WITH INTEGRAL AND BITSADZE-SAMARSKY CONDITION 

FOR A SECOND-ORDER PARABOLIC-HYPERBOLIC EQUATION WITH A SINGULAR 
COEFFICIENT  

 
Халилов Кобилжон Солижонович1 

 

1Халилов Кобилжон Солижонович –  преподаватель, ФерГУ 
 

Аннотация 
Аралаш соҳада сингуляр коэффициентли параболо-гиперболик тенглама учун параболик соҳада 

интеграл шарт ва гиперболик соҳада Бицадзе-Самарский шарти қатнашган масалалар баён қилинган. 
Қўйилган масалаларнинг бир қийматли ечилиши интеграл тенгламалар усули ёрдамида исботланган. Бунда 
гиперболик типдаги сингуляр коэффициентли тенглама учун соҳада кўриниши ўзгартирилган Коши масаласи 
ечими формуласидан ва параболик типдаги тенглама учун биринчи чегаравий масала ечими кўринишидан 
фойдаланилган. 

Аннотация 
В работе поставлены и исследованы неклассические задачи с интегральным условием в 

параболической подобласти и условием Бицадзе-Самарского в гиперболической подобласти для параболо-
гиперболического уравнения со сингулярным коэффициентом. Однозначная разрешимость поставленных 
задач доказана методом интегральных уравнений. При этом использована формула решения видоизмененной 
задачи Коши для гиперболического уравнения с сингулярным коэффициентом и представление решения 
первой краевой задачи для параболического уравнения. 

Abstract 
In the work, non-classical problems with an integral condition in a parabolic subdomain and the Bitsadze-

Samarsky condition in a hyperbolic subdomain for a parabolic-hyperbolic equation with a singular coefficient have been 
formulated and investigated. The unique solvability of the considered problems was proved by the method of integral 
equations. In this case, the formulas for solution to the modified Cauchy problem for a hyperbolic equation with a singular 
coefficient and the solution of the first boundary value problem for a parabolic equation were used. 

 
Калит сўзлар: параболо-гиперболик тенглама, интеграл шарт, Бицадзе-Самарский шарти, 

ечимнинг ягоналиги, ечимнинг мавжудлиги, сингуляр коэффициент. 
Ключевые слова: параболо-гиперболическое уравнение, интегральное условие, условие Бицадзе-

Самарского, единственность решения, существование решения, сингулярный коэффициент. 
Keywords and expressions: parabolic-hyperbolic equation, integral condition, condition of Bitsadze-

Samarskiy, the uniqueness of solution, the existence of solution, singular coefficient. 

 
I. Введение 

Одним из направлений современной теории дифференциальных уравнений с 
частными производными, бурно развивающимся в последнее время, является теория 
нелокальных задач. Внимание к таким задачам обусловлено не только теоретическим 
интересом, но и практической необходимостью. Среди нелокальных задач большой интерес 
представляют задачи с интегральными условиями. Неклассические задачи с интегральными 
условиями встречаются, например, при математическом моделировании некоторых 
процессов теплопроводности, влагопереноса в капиллярно-пористых средах, процессов, 
происходящих в турбулентной плазме, при изучении задач математической биологии. 

Вопросы разрешимости задач с нелокальными интегральными условиями для 
уравнений с частными производными изучены в работах Дж.Кэннона, Л.И.Камынина, 
А.К.Гущина, Л.А.Муравья и А.В.Филиновского, Н.И.Юрчука, Н.И.Ионкина, А.Бузиани, 
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Д.Г.Гордезиани и Г.А.Авалишвили, А.И.Кожанова, Л.С.Пулькиной и других авторов 
(например см. [1-5]). 

В настоящее время остаются мало изученными вопросы постановки и разрешимости 
задач с нелокальными интегральными условиями для уравнений смешанного типов 
(например см. [6-10]).  

В настоящей заметке поставлена и исследована нелокальная задача с интегральным 
условием для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа второго порядка. 

В области 1 0 2D D D D    рассмотрим параболо-гиперболическое уравнение  

1

2

( , ) ,

0 2
, (

,

,, )

xx y

xx yy y

u u x y D

u u u x y D
y



 
    


    (1) 

где R  , причем 0 1 2  ,    1 , : 0 , 1D x y x y   , 

    2 , : 1, 1 2 0D x y y x y y        ,   0 , : 0 1, 0D x y x y    .  

II. Постановка задач 

Задача 1. Найти функцию        2,1 2,2
, 1 , 2, x y x yu x y C D C D C D    со следующими 

свойствами: 
1) в области 1 2D D  удовлетворяет уравнению (1); 

2) на границе области D  удовлетворяет условиям 

       
1

1

0 0

, , 1, , 0 1
y

u x y dx p t y u t dt y y     ;   (2) 

2(1, ) ( ), 0 1u y y y   ;        (3) 

       2 1

1

1 1
1 , ,0 , 0 1;

2 2x

x x
D x u a x u x b x x

         
 

   (4) 

3) на отрезке выполняется условие 

     2

0 0
lim , lim ,y yу у

u x y y u x y


 
  ,    0 1x  ,    (5) 

где  a x ,  b x ,  1 y ,  2 y ,  ,p x y  – заданные непрерывные функции.  

Задача 2. Найти функцию        2,1 2,2
, 1 , 2, x y x yu x y C D C D C D   , удовлетворяющую 

условиям задачи 1, когда условия (2) заменено на  
1

1

0

(1, ) ( , ) ( ),u y u x y dx y   0 1y  .     (6) 

III. Исследование задачи 1 
Докажем однозначную разрешимость поставленных задач. 
Сначала рассмотрим задачу 1. Пусть ( , )u x y  – решения задачи 1. Принимая во 

внимание условия (5) и  ( , )u x y C D , примем следующие обозначения: 

( , 0) ( , 0) ( ), 0 1u x u x x x      ; 
2

0 0
lim ( , ) lim ( ) ( , ) ( ), 0 1y yy y

u x y y u x y x x 
 

      

и предположим, что (2, )( ) [0,1] (0,1)x C C    , 1 2   ; 2
2 ( ) (0,1)x C  , 

 [ (1 )] ( , ) 0,1yx x u x y L  . Тогда решение задачи 1, как решение видоизмененной задачи 

Коши для уравнения   02xx yy yu u y u   в области 2D , представима  виде [11]  
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1

1

0

1( , ) [ ( 2 1)][ (1 )]u x y x y t t t dt          

2
1

0

1
2 ( ) [ ( 2 1)][ (1 )]y x y t t t dt         ,         (7)  

где 2
1 (2 ) ( )     , 2

2 (1 2 ) (1 )       , ( )z  – гамма-функция Эйлера [12]. 

Отсюда находим,  

   1

1

1

0

1 1
, (1 ) (1 )

2 2

x x
u x t t t t dt

          
    

  
2 1

2

0

1
1

(1 ) (1 )
2

x
x t t t t dt


 


     

   . 

Выполнив замену в интегралах по формуле  1z x t t   , имеем 

   1 2 1

1 1

1 1
, ( ) 1 ( ) 1

2 2 x

x x
u x D x x

                
 

 2 1 1
2 12 (1 ) ( ) 1xD x x

            ,  0 1x  ,          (8) 

где 

   

     

1

0

1

1

1
( ) ( ) 0,

( )

( ) 0,

1
0.

1

x

x

x

t x f t dt при

D f x f x пр

d
t x f t dt при

dx

и




















 











 
 












 

 
Подставляя (7) в условие (4) и учитывая тождества [12]  

1 1 ( ) ( ),x x fD D x f x        2 1 1 11 2 1
1 1 11 ( ) 1 1 ( )x x xD x D x x x D x

              , 

получим 

  2 1
1 3 1 1( ) ( ) ( )xa x x D x b x    ,  0 1x  , 

где     1

1 1( ) ( ) 1a xx x a
      ,    1

1( ) 1b x x b x
  ,  2 1

3 2 2 1     . 

Применяя к этому равенству оператор 1 2
1xD

 , а затем принимая во внимание 

тождество 1 2 2 1
1 1 ( ) ( )x xD D x x      , получим соотношением между неизвестными функциями 

( )x  и ( )x , принесенное на отрезок 0D  из области 2D : 

 1 1 2 1 1 2
3 1 1 3 1 1( ) ( ) ( ), 0 1x xx D a x x D b x x             ,   (9) 

Далее, переходя к пределу при 0y  и в уравнения (1) и условиях (2), (3), получим 

( ) ( ) 0,x x     0 1x  ;       (10) 
1

1

0

( ) (0)x dx  , 2(1) (0)  .     (11) 

Исключая из (9) и (10) функцию ( )x , получим интегро-дифференциальное 

уравнение относительно неизвестной функции  x : 
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 1 1
1 2 1 2
1 1( ) ( ) ( ), 0 1x xDa xx D x x xb          .   (12) 

Таким образом, относительно ( )x  имеем задачу {(11),(12)}. 
Сначала докажем единственность задачи. Для этого достаточно, доказать, что 

однородная задача  

 1 2
1

1

1

0

( ) ( ) , 0 1;

( ) 0, (1) 0.

0xx D x x

x d

a

x

x 

 

        


  



         (13) 

Пользуясь принципа экстремума для дифференциальных операторов 1 2
1xD

 , как и в 

работе [13], можно убедиться, что при выполнении условий  

   1
1 0,1a x С ,  1 0a x  ;  1 0a x  ,  0,1x .    (14) 

задача (13) имеет только тривиальное решение. 
Из этого факта следует, что задача {(11),(12)} не может иметь более одного решения.  
Теперь переходим к доказательству решения задачи {(11),(12)}. С этой целью, в 

уравнение (12) переобозначая x  через z , а затем интегрируя полученное уравнение 

дважды по z  в промежутке  ,1x , получим  

   
1

1( ) ( , ) ( ) ( ) 1 1
x

x K x t t dt f x x       , 0 1x  ,    (15) 

где         
1

1 2
1 2 1 10 t

x

f x t x D b x dt    ,    
   21,
1 2

a t
K x t t x




 
 

. 

Очевидно, что  ,K x t  непрерывна на квадрате   , : 0 1,0 1x t x t    , а  1f x  – 

непрерывна на интервале  0,1 . 

Интегрируя последнее уравнение на интервале  0,1 , согласно первому из условию 

(11), получим  

         
1 1

1 1 1

0 0

1
, 1 0

2

x

t

t K x t dx dt f x dx  
 

   
 

   . 

Из этого равенства найдём  1   и подставим его в уравнение (15). Тогда, после 

некоторых вычислений, получим следующее неоднородное интегральное уравнение 
Фредгольма второго рода относительно функции  x , эквивалентное задаче {(11), (12)}: 

       
1

1 2

0

,x K x t t dt f x   , 0 1x  ,    (16) 

где  

 
     

   

1

1

1 1

2 1 , , , ,

,

2 1 , , ,

t

t

x K z t dz K x t t x

K x t

x K z t dz t x


  

 
  




 

           
1

2 1 2 1

0

2 1 0 2 1f x f x x x f z dz      . 

В силу условия, наложенные на заданные функции  1( , ) 0 , 1K x t C x t   , 

   1 ,x K x t   имеет слабую особенность, а 2
2 ( ) [0,1]f x C . 
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Если будем рассматривать однородную задачу (13), тогда имеем однородное 
интегральное уравнение в виде 

     
1

2

0

, 0x K x t t dt        (17) 

Поскольку задача (13) имеет только тривиальное решение, то, в силу 
эквивалентности, уравнение (17) также имеет только тривиальное решение. Поэтому, 
неоднородное интегральное уравнение (16), на основании альтернативе Фредгольма, имеет 
единственное решение. В силу ядра и правой части уравнения (16) 1 2( ) [0,1] (0,1)x C C   . В 
этом случае, поскольку задача {(11),(12)} и уравнение (16) эквивалентны, то решение 
уравнения (16) будет также решением задачи (13). 

Таким образом, задача 1 эквивалентна сведена к следующей задаче в области 2D : 

найти регулярное в области 1D  решение    1,u x y C D  уравнения 0xx yu u  , 

удовлетворяющее условиям (2), (3) и ( ,0) ( ),u x x   0,1 ,x  где ( )x  – известная функция, 

найденная формулой (16). 
Докажем однозначной разрешимости решения этой задачи 1.3'. Пусть ( , )u x y  – есть 

решение задачи 1.3'. Введем обозначение (0, ) ( ),u y y  0 1y  . Тогда решение задачи 
1.3' определяется формулой [14] 

1

0

( , ) ( ) ( , ; ,0)u x y G x y d      

1

0 0

( ) ( , ;0, ) ( ) ( , ;1, ) ,
y y

G x y d G x y d                  (18)  

где 
2 2( 2 ) ( 2 )

4( ) 4( )1
( , ; , ) .

2 ( )

x n x n

y y

n

G x y e e
y

 
  

 

     
 



 
  

   
  

Удовлетворяя эту функцию условию (2), имеем 

  
1

3

0 0 0

( ) ( , ;0, ) , ( ) ( ), 0 1,
y y

dx G x y d p t y d y y                    (19)  

где  
1 1

3 1 1 1

0 0 0

( ) ( ) ( , ; ,0) ( ) ( , ;0, )
y

y y G x y d G x y d dx         
     
  
    

Меняя порядок интегрирования в левой части равенства (19) и учитывая равенство 

 
1

0

0

1
( , ;1, ) , ,

( )
G x y dx K y

y
  

 
  

     (20) 

где  

 
2 2

0
1

2 (2 1)
, exp exp

4( )( ) n

n n
K y

y yy


  





                   
 ,  (21) 

имеет интегральное Вольтерра первого рода 

 4

0

( )
, 0 1

( )

y

d y y
y

   
 

  
 ,     (22) 

где        4 0 3

0

( , ) , ,
y

y p y K y d y            . 
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Считая временно известной правую часть равенства (21) и обращая его как 
интегральное уравнение Абеля относительно ( )y , получим интегральное уравнение 
Вольтерра второго рода вида 

1

0

( ) ( , ) ( ) ( ) , 0 1 ,
y

y K y d g y y       
    (23) 

где 

1 ( , )
( , ) ,

yd k t
K y dt

dy y t





  1

0

1 ( )
( ) .

yd g t
g t dt

dy y t
 

  

Отсюда видно, что ядро ( , )K y   имеет слабую особенность. Пользуясь свойствами 

функций ( ),x  1( )y  и 2 ( )y , нетрудно убедиться, что правая часть уравнения (23) 

непрерывна на [0,1]. Поэтому уравнение (23) имеет единственное решение в классе 
непрерывных функций. Решая его, находим функцию ( )y  и, тем самым, функцию ( , )u x y  в 

области 1D . Функция ( , )u x y  в области 2D  определяется  формулой (7), причем здесь ( )x  

– функция, определяемая равенством (9).  
Аналогично исследуется задача 2. 
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