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BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR A PARABOLIC EQUATION DEGENERATING AT 

THE BOUND OF THE DOMAIN 
 

SOHA CHEGARASIDA BUZILADIGAN PARABOLIK TENGLAMA UCHUN 
CHEGARAVIY MASALALAR 
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Annotatsiya 

Soha chegarasida buziladigan parabolik tenglama uchun chegaraviy masalalar bayon qilingan va o‘rganilgan. 
Masala yechimining  mavjudligi, yagonaligi va turg‘unligi isbotlangan.Masala yechimining yagonali energiya integrallar 
usuli bilan isbotlangan. O‘zgaruvchilarni ajratish usuli orqali, oddiy differensial tenglama uchun spektral masala hosil 
qilingan. Bu spektral masala Grin funksiyasi yordamida simmetrik yadroli ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamasiga 
ekvivalent keltirilgan. O‘rganilayotgan masalaning yechimi spektral masalaning xos funksiyalar sistemasiga nisbatan 
Furye qatorining yig‘indisi sifatida topilgan. Masala yechimining bahosi olingan, undan uning berilgan funksiyalarga 
doimiy bog‘liqligi isbotlangan. 

Аннотация 
В статье поставлены и исследованы  краевые задачи для параболического уравнения, 

вырождающегося на границе области.Доказаны существование, единственность и устойчивость решения 
задач.Методом интегралов энергии доказана единственность решения задачи. При этом, применением 
метода разделения переменных к изучаемой задаче, получена спектральная задача для обыкновенного 
дифференциального уравнения. Далее, построена функция Грина спектральной задачи, с помощью чего она 
эквивалентно сведена к интегральному уравнению Фредгольма второго рода с симметричным ядром. 
Решение изучаемой задачи выписано в виде суммы ряда Фурье по системе собственных функций 
спектральной задачи. Получена оценка для решения задачи, откуда следует его непрерывная зависимость 
от заданных функций. 

Abstract 
In the work  boundary value problems have been formulated  and investigated for a parabolic equation 

degenerating at the bound of the domain. The existence, uniqueness and stability  of the solution of the problem have 
been  proved. The uniqueness of the solution of the problem was proved by the method of energy integrals. At the same 
time, by applying the method of separation of variables to the considered problem, a spectral problem for an ordinary 
differential equation has been obtained. Next, the Green's function of the spectral problem was constructed, with the help 
of which it is equivalently reduced to an the second kind Fredholm integral equation  with a symmetric kernel. The 
solution of the considered problem has been written as the sum of a Fourier series with respect to the system of 
eigenfunctions of the spectral problem. An estimate for solution the problem was obtained, from which follows its 
continuous dependence on the given functions. 

 
Kalit so‘zlar: chegaraviy masala, parabolik tipdagi tenglama spektral usul, Grin funksiyasi, integral tenglama. 
Ключевые слова: краевые задачи, уравнение параболического типа, спектральный метод, функция 

Грина, интегральное уравнение. 
Ключевые слова: boundary value problems, parabolic type equation, spectral method, Green's function, 

integral equation. 
I. Введение 
Вырождающиеся дифференциальные уравнения являются одним из важнейших 

разделов теории дифференциальных уравнений в частных производных. Это можно 
объяснить формированием начальных и краевых задач для таких уравнений в 
математическом  моделировании различных задач науки и техники.  Начальные и краевые 
задачи для вырождающихся дифференциальных уравнений параболического типа 
возникают например при математическом моделировании задач теплопроводности и 
диффузии [1]. 
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В настоящей статье в области   , : 0 1; 0x t x t T       рассмотрим 
следующее дифференциальное уравнение 

      111 1 1a
t xx x xt u x x ubu x x u x x u            ,  (1) 

где a , b ,  ,   – заданные действительные числа, причем, 0 1a  , 0b  ; 0 1  , 
1     , 2   , 0 1  , 1     , 2   , из которого при 

0a b           следует уравнение Фурье, описывающее процесс 
распространения тепла в однородном стержене. 

Очевидно, что уравнение (1) в области   принадлежит параболическому типу, 
причем вдоль линии  0x   и 1x  порядок уравнения  вырождается, а при 0t   оно 
обращается в обыкновенное дифференциальное уравнение по x  (с параметром t ). 

II. Постановка задач 
Исследуем следующие краевые задачи: 
Задача А . Найти функцию  ,u x t , обладающую следующими свойствами: 1) u , 

   1 xx x u C    ; a
tt u ,      1 1 x

x
x x x x u C           ; 2) в области   

удовлетворяет уравнению (1);  3) на границе области   выполняются краевые условия 
вида 

   0, 1, 0,u t u t   0,t T ;                            (2) 

     ,0 , 0,1 ,u x x x       (3) 

где  x  – заданная непрерывная функция. 

Задача Б . Найти функцию  ,u x t , удовлетворяющую условиям задачи А , когда 
условие (2) заменено на 

 0, 0u t  ,    
1

lim 1 , 0xx
x u x t


  ,  0,t T .   (4) 

Задача В . Найти функцию  ,u x t , удовлетворяющую условиям 

задачи А , когда условие (2) заменено на 
 

0
lim , 0xx
x u x t


 ,  1, 0u t  ,  0,t T .    (5) 

Исследуем существование, единственность и устойчивость решения задачи А . 
Исследование задач Б  и В  проводится аналогично. 

Теорема 1. A . Задача A  не может иметь более одного решения. 
Доказательство. Предположим, что существуют два решения  1 ,u x t  и  2 ,u x t  

задачи A . Их разность обозначим через  ,u x t . Тогда функция  ,u x t  является 
решением уравнения (1) при однородных граничных условиях: 
   0, 1, 0u t u t  ,  ,0 0u x  . 

Возьмем произвольное число   из  0,T  и введем функцию 

   

0, ,
,

, , 0 .
t

a

если t T
V x t

u x d если t




   

 
   



   (6) 

Эта функция обладает следующими свойствами: 
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1)  ,V x t ,    1 ,xx x V x t   непрерывны в   и    0, 1, 0V t V t  ; 

2)  ,a
tt V x t  непрерывна в    и  , 0V x t   при  ,t T . 

Умножим уравнение (1) на функцию    1 ,at x x V x t       и проинтегрируем по 

области  : 

     
1 1

0 0 0 0

1 1 1
T T

a a a
t xxt x x t u bu Vdtdx t x x x x u                          

    11 1 1x xx x u x x u Vdtdx          . 

 Это равенство можно переписать в виде 

     
1 1 1

0 0 0 0 0 0

1 1 1a
x
x

a
tx x dx uVdt b x x dx t uVdt t dt x x u Vdx

  
              

           . 

Применяя правило интегрирования по частям к внутренним интегралам и учитывая 
равенства  , 0V x   ,  ,0 0u x  ,  0, 0V t  ,  1, 0V t  , имеем 

     
1 1 1

0 0 0 0 0 0

1 1 1a a
t x xx x dx uV dt b x x dx t uVdt t dt x x xu V d

  
                      .(7) 

Из (6) следует, что a
tV t u  и a

x xtu t V . Учитывая (7), получим равенство 

     
1 1 1

2

0 0 0 0 0 0

1 1 1 t
a

xt xVx x dx t u dt b x x dx V dxVdt dt x x V
  

                     , 

которое можно записать в виде 

     
1 1 1

2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 1 1 1 .a
xx x dx t u dt x x dx V b x x dx V dt

t
dt

t

  
            

    
        

Вычисляя внутренние интегралы, стоящие в правой части равенства, получим 

     
1 1 1

2 2 2
0 0

0 0 0 0

2 1 1 1
t ta

x t t
x x dx t u dt x x V dx b x x V dx


             

 
        . 

Отсюда, учитывая  , 0xV x    и  , 0V x   , имеем  

         
1 1 1

2 2 2

0 0 0 0

2 1 1 ,0 1 ,0a
xx x dx t u dt x x V x dx b x x V x dx


                    , 

откуда, в силу  0b  , следует 

 
1

2

0 0

1 0ax x t u dt dx


       . 

Следовательно,       /2/2 /21 , 0ax x t u x t       в  , т.е.  , 0u x t   в области  . 

Тогда,     1 2, ,u x t u x t ,  ,x t  .  Теорема 1. A  доказана. 
 IV. Исследование спектральной задачи 
При формальном применении метода Фурье к поставленной задаче A  возникает 

следующая спектральная задача: 
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Спектральная задача СA . Найти те значения параметра  , при которых 
существуют нетривиальные решения уравнения 

       1 1 ,Mv x x v x x x v x             0 1x  ,  (8) 

удовлетворяющие следующим  условиям: 

 v x ,      1 0,1x x v x C   ,    0 0, 1 0v v  .   (9) 
Докажем существование собственных значений и собственных функций задачи 

    8 , 9 . 

Для того, чтобы найти промежуток параметра  , при котором существует 
нетривиальное решение задачи     8 , 9 , умножим обе части уравнения (8) на функцию 

 v x  и проинтегрируем по x  на сегменте  0,1 :  

         
1 1

2

0 0

1 1x x v x v x dx x x v x dx            . 

Применяя правило интегрирования по частям к интегралу, стоящему в левой части, и 
учитывая условия (9), имеем 

       
1 1

2 2

0 0

1 1x x v x dx x x v x dx           . 

Отсюда, при   0v x   следует, что 0  .  Если 0  , то из последнего равенства 

следует, что   0v x  , 0 1x  . Тогда  v x const ,  0,1x , откуда в силу условия 

(9), получим   0v x  , 0 1x  . Следовательно, задача     8 , 9  имеет нетривиальные 

решения только при 0  . 
Пусть  ,AG x s  - функция Грина задачи     8 , 9 . Согласно общей теории [2], она 

должна удовлетворить следующим условиям: 
1) функция  ,AG x s  непрерывна для всех x ,  0,1s  и удовлетворяет граничным 

условиям    0, 1, 0A AG s G s   при  0,1s ; 

2) в каждом из интервалов  0,s  и  ,1s  существует непрерывная производная 

   / ,Ax G x s  ,  а при x s  

         
0 0

/ , / , 1A Ax s x s
x G x s x G x s s s  

   
        ;  

3) в интервалах  0,s  и  ,1s  функция  ,AG x s , рассматриваемая как функции от 

x , удовлетворяет уравнению  , 0AMG x s  . 

Пользуясь общим решением уравнения 0Mv  , нетрудно убедиться, что функция 
 ,AG x s , обладающая этим условиям, имеет вид  
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 
   

   

1

1
0

1

1
0

1 1 , ;

1 1 ,
,

,
A

x

s
s

x

k z z dz z z dz x s

k z z
G x s

d z d xsz z z

  

  

  

  

 


 
 






 

 
   (10) 

где      1 1
1 2 1 1k             ,  z  – гамма-функция Эйлера.  

Тогда задача CA  эквивалентна интегральному уравнению вида [2] 

       
1

0

1,Av x G x s s v s dss       .   (11) 

Умножая уравнение (11) на     / /22 1x x     и введя обозначения 

        / /22 1 xw x x v x     ,            / /22 1 1, ,A AK x s x xxs Gs s    
    ,  

получим интегральное уравнение с симметричным ядром  

     
1

0

,Aw x K x s w s ds  .    (12) 

Нетрудно убедиться, что при условиях, наложенных на параметры  ,  ,   и  , 
справедливо неравенство 

 
1

2
0

0

,AK x s ds C const    .   (13) 

Согласно теории интегральных уравнений с симметричным ядром 
[3], интегральное уравнение (11) имеет счётное множество положительных собственных 
значений 1 2 30 ... ,...k         с единственной точкой сгущения на бесконечности; 
им соответствуют собственные функции 

     1 2, ,..., ,...kx x w xw w , 
то есть функции 

                    /2 /2
1 2

/2/2 /2 /21 1 1, ,..., ,...,kx xx x v x x v x x v x                  

образующие ортонормированную систему функций в пространстве  2 0,1L , и что любая 

функция  f x , представимая через ядро  ,AK x s , разлагается в сходящийся в среднем 

ряд Фурье по системе собственных функций    1k k
w x




 ядра  ,AK x s . 

Из доказанного выше следует, что числа 1 2, ,..., ,...k    являются собственными 

значениями задачи     8 , 9 ; им соответствуют собственные функции 

     1 2, ,..., ,...,kv x v x v x  образующие ортонормированную систему в пространстве 

 2 0,1L  с весом     /2/2 1x x      . 

Лемма 1. A . Пусть функция  h x  удовлетворяет условиям: 

   0 1 0h h  ,       /2/2 1x x h x     ,      1 0,1x x h x C   ; 
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          /2/2
21 1 0,1x x x x h x L          ; 

Тогда, ее можно разложить на отрезке  0,1  в абсолютно и равномерно сходящийся 

ряд по системе собственных функций    1k k
v x




 задачи CA : 

   
1

k k
k

h x h v x




 ,     (14) 

где      
1

0

1k kh x x h x v x dx     . 

Доказательство. Справедливо равенство 

                 
1

/2 /2/2 /2

0

1 , 1 1Ax x h x K x s s s s s h s ds                  . 

Действительно, в силу вида функции  ,AK x s  и свойства функций  ,AG x s  и 

 h x , имеем 

          
1

/2/2

0

, 1 1AK x s s s s s h s ds            

                  
1

/2/2 /2/2

0

1 1 , 1 1Axs x s G x s s s s s h s ds
                       


 

          
1

/2/2

0

1 , 1Ax x G x s s s h s ds           
          

1/2/2

0
1 1 ,

s

s
x x s s h s G x s    





     
 

             
0 1

0 0
1 / , 1 / ,

s x s

A A
s s x

s s h s s G x s s s h s s G x s  
  

  

        
 

               
1

/2/2

0

/ 1 / , 1Ah s s s s s G x s ds x x h x              . 

Следовательно,       /2/2 1x x h x      - есть функция, представимая через ядро 

 ,AK x s . Тогда, в силу неравенства (13) и теоремы Гильберта-Шмидта, эта функция на 

отрезке  0,1  разлагается в равномерно сходящийся ряд Фурье по системе функций 

   1k k
w x




 ядра  ,AK x s : 

        /2/2

1
1 k k

k
x x h x h w x  






  , 

т.е 
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             /2 /2/2 /2

1
1 1 k k

k
x x h x x x h v x      


  



   . 

Разделив это равенство при  0,1x  на     /2/2 1x x      , имеем равенство (14). 

Лемма 1. A . доказана. 
V. Сходимостъ основных билинейных рядов  

Лемма 2. A . Следующие ряды сходятся равномерно на сегменте [0,1] : 
 2

1k

k

k

v x





 ,  

 
   

2

2
1

1

kk

kx v xx 







  
 ,   (15) 

где k  и  kv x  - собственные значения и собственные функции задачи CA . 
Доказательство.  В силу (11) и (8), справедливы равенства 

             
1 1

0 0

, 1 , 1k k A k A kv x G x s s s v s ds G x s s s v s ds               . 

Отсюда, учитывая (10) и применяя правило интегрирования по частям, получим 

         
1

1
0 0

1 1 1
s

k k
x

x

v x k s s v s z z dz z z dz ds                 
    

       
1

1
0

1

1 1 1
x

k
sx

k s s v s z z dz z z dz ds                
    

       
01

1
0 0

1 1 1
s xs

k
x s

k s s v s z z dz z z dz    

 
  



         

       
11

1
0 0

1 1 1
sx

k
s s x

k s s v s z z dz z z dz    


  

 

        

      
1

0

1 / ,k As s v s s G x s ds     , 

откуда, в силу свойства функций  ,AG x s  и  kv x , следует  

        
1

0

1 / ,k k Av x s s v s s G x s ds     . 

Тогда справедливо равенство  

         /2/21
/2/2

0

1
1 ,k k

A
k k

v x s s v s
s s G x s ds

s




 

           
 .   (16) 

Далее, с помощью правила интегрирования по частям и равенств (8), (9), находим 
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           
     1 11

0
0 0

11
1

s k lk l
k l

s
k l k l

s s v s v ss s v s v s
ds s s v s v s ds




   





          

         
1 1

0 0

1 ,
1

0 .
k k

k l k l
l l

k l
s s v s v s ds w

при
s w s ds

k lпри
   

 
 

     
    (17) 

Следовательно,      /

1

2/2 1 /
k

kks s v s 



  –  ортонормальная система. 

Из (16) и (17) следует, что   / kkv x   - есть коэффициент Фурье функции 

     /2/2 1 / ,As s s G x s     по системе     /

1

2/2 1 /
k

kks s v s 



 . Поэтому 

согласно неравенству Бесселя, имеем 
 

       
2 1

2

1 0

1 / ,k
A

k k

v x
s s s G x s ds







       .   (18) 

Принимая во внимание равенство (10), нетрудно убедиться, что   

     
1

2 1
1

0

1 / ,As s s G x s ds k       . 

Отсюда и из (18) следует, что первый ряд в (15) сходится равномерно. 
 Теперь,  согласно уравнению (11), имеет место равенство 

           
1

0

1
1 , 1k

A k
k

x x v
x x G x s s s v s d

x
s

x


    


       . 

Так как        2

1

/2/ 1
k

ks s v s  






  - ортонормальная система, то функцию  

   1 /k kx x v x   можно считать коэффициентом Фурье функции 

          /2/2 /1 1 ,Ax x s s x G x s        по аргументу s . Тогда, согласно 
неравенству Бесселя, имеем 

   
     

2
21

22
2

1 0

1
1 1 ,

k

A
k k

x x v x
x x s s G x s ds

x


    








          
  .    (19) 

На основании формулы (10), нетрудно показать, что 

         
 

1
222

0

1 1
1 1 ,

2xx x s s G x s ds        
   

      
          .     (20) 

Если учесть (20), то из (19) следует, что второй ряд в (15) сходится равномерно. 
Лемма 2. A . доказана. 

VI. Порядок коэффициентов Фурье 
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Здесь и далее используем обозначения      
1

0

1k kg xx x v x dxg      , 

k N , где  g x  – заданная функция, а k  и  kv x , k N - собственные значения и 

собственные функции задачи CA .  

Лемма 3. A . Если выполнены условия         /2/2 1 0,1x x g x C      , 

     /2/2
21 0,1x x g x L   ,    0 1 0g g  , то справедливо неравенство  

   
1

22

1 0

1k k
k

g x x g x dx




      .   (21) 

Доказательство. Рассмотрим следующий неотрицательный функционал: 

           
21 1 12

10 0

1 1 0
q

k k
k

Q F x x F x dx x x g x g v x dx  




            
 

  . 

Перепишем  Q F  в виде  

           
11 1

2

1 1 0

12
q q

k k k k
k k

Q F Q g Q v x x v x dg g xx g
 

 

        

     
11

, 1 0

12
q

k
k l
k

k

l

l lx x v x dxg g x v





   .    (22) 

Упростим выражения: 

     
1

2

0

1k kQ v x x v x dx      ,       
1

0

1 kl x x x v x dxg    . 

Применяя правило интегрирования по частям и учитывая равенства 
   0 1 0k kv v  ,    0 1 0g g  ,  имеем  

       
1

0

1k k kQ v x x v x v x dx      ,         
1

0

1 kl x x v x h x dx      . 

Отсюда, в силу равенства (8) и ортонормированности системы функций 
       /2/2

1
1 k

k
x x v x  




 , получим 

       

     

1 1
2 2

0 0
1

0

1 ,

1 .

k k k k k k

k k k k

Q v x v x dx x dx

l x x v x

x w

x dg gx

 

 

 

 

  

 









   


 




  





  

 


  (23) 

Подставляя (23) в (22) и учитывая равенство (17), имеем  

   
1

2

1
0

q

k k
k

Q F Q g g




   . 

Так как q N  , то справедливо неравенство (21). Лемма 3. A . доказана. 
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Лемма 4. A . Если выполнены условия         /2/2 1 0,1x x g x C      , 

     1 0,1gx x x C   ,           /2/2
21 1 0,1x x x gx x L          , 

   0 1 0g g  , то справедливо неравенство  

     
1 2

2 2

1 0

11k k
k

g x x g x dxx x    




      
 


  .  (24) 

Доказательство. Очевидно, справедливо равенство  

         
1

2 22 2

0

1 1 1 kx x x x g x x x v x dx
      
             

  

     
1

0

1 kx x g x v x dx     .    (25) 

Интегрируя по частям дважды, получим 

                 
1 1 1

0 0
0

1 1 1k k kx x g x v x dx x x g x v x x x v x g x             

     
1

0

1 kx x v x g x dx     . 

В силу свойств функций  g x ,  kv x  и равенства (8), из последнего следует 

           
1 1

0 0

1 1k k k k kx x g x v x dx x x g x v x dx g              . 

Отсюда и из равенства (25) следует, что число  k kg  – есть коэффициент Фурье 

функции         /2/2 1 1x x x x g x          по ортонормированной системе функций 

       2

1

/2/ 1
k

kx x v x  






 . Тогда, согласно неравенству Бесселя, справедливо 

неравенство (24). Лемма 4. A . доказана. 

Лемма 5. A . Если выполнены условия         /2/2 1 0,1x x g x C      ,  

     1 0,1x x g x C   ,        1 1 0,1x x x x g x C          , 

         2
/2/2 01 1 ,11x x x x x x g x L      

    

  

,    0 1 0g g  ,

   
0

lim 1 0
x
x x x g x  



    ,      
1

lim 1 1 0
x

x x x g x  



     , то справедливо 

неравенство 
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       
2

0

3
1

2

1
1 11k k

k
g x x x x g x dx x x    









        
  




  . 

Так как функция      1 1x x x x g x          удовлетворяет условиям леммы 

3. A  и  k kg  является коэффициентом Фурье этой функции по ортонормированной 

системе функций        2

1

/2/ 1
k

kx x v x  






 , то согласно неравенству (21), верно 

утверждение леммы 5. A . 
VII. Существование решения задачи A  
Решение задачи A  ищем в виде  

     
1

,
k

k ku x t u t v x




 ,     (26) 

где  ku t , k N  – неизвестные функции, а  kv x , k N  - собственные функции задачи 

CA .  
Подставив (26) в уравнение (1) и условие (3), имеем 

             
1 1

1 1a
k k k kk

k k
t u t bu t v x u t x x x x v x    

 


 

          

     
0 1

lim k kt k
u t v x x



 


 . 

Из этих равенств, учитывая равенства (8) и ортонормированность системы функций 
       /2/2

1
1 k

k
x x v x  




  относительно неизвестных функций   ku t , k N  получим 

следующую задачу: 
      0a

k k kt u t b u t    , 0 t T  ,    0k ku  ,   (27) 

где      
1

0

1k kx x x v x dx      . 

Решение задачи (27) существует, единственно и имеет вид: 

     1 / 1a
kb t

k k
au t e 

   .      (28) 

Подставляя (28) в (26), получим формальное решение задачи A  в виде 

       
1 1

1

/,
a

k
k

k

b t a
ke v xu x t 

  




 .    (29) 

Теорема 2. A .  Если функция  x  удовлетворяет условиям леммы 5. A , то сумма 

ряда (29) определяет решение задачи A . 
Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно доказать, что ряд (29) и 

ряды, соответствующие функциям    1 ,xx x u x t   сходятся равномерно в  , а ряды, 
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соотвествующие      1 1 ,x
x

x x x x u x t         ,  ,a
tt u x t , сходятся равномерно на 

любом компакте D .  

Сначала рассмотрим ряд (29). Так как    1 / 1 1
a

kb t ae      , то  справедливы 

неравенства 

               
1 1/ 1 / 1

1 1 1
,

a a
k k

k k k k k
k k k

b t a b t au x t v x ve e x v x   
     

  

  

     . (30) 

На основании неравенства Коши-Буняковского, имеем 

      1/22
2

1 1 1 1

k k
k k k k k k

k k k k kk

v x v x
v x   



   

   

 
   

 
    . 

Ряды, стоящие в правой части, в силу лемм 2. A  и 3. A , сходятся равномерно по  x  
на  0,1 . Следовательно, ряд, стоящий в левой части, сходится равномерно по x  на  0,1 . 

Отсюда и из (30) следует, что ряд (29) сходится абсолютно и равномерно в  . 
Далее, 

               
1 /

1 1

11 , 1 1
a

kb
x k k k k

k k

t ax x u x t x x v x x xe v x     
  

 

 

       .  

(31) 
Очевидно, что  

           
1/ 22

2 2
2

1 1 1 1

11
1

kk
k k k k k k

k k k kk k

x x v xx x v x
xx v x


    



   

   

         
  

   

 
Здесь ряды, стоящие в правой части, в силу лемм 2. A  и 4. A , сходятся равномерно 

по x  на  0,1 . Тогда и ряд, стоящий в левой части, сходится равномерно по x  на  0,1 . 

Следовательно, ряд (31) сходится абсолютно и равномерно в  . 
 Рассмотрим ряд 

           
1

1 1 , 1 1x
x

k
k

kx x x x u xx t x x x x v          


  



     
 

    

 Отсюда, учитывая уравнение (8), имеем 

       
1

1 1 ,x
x

k k
k

kx x x x u x t v x      






      .            (32) 

Очевидно, что 

      1/22
3/2 3 2

1 1 1 1

k k
k k k k k k k

k k k k kk

v x v x
v x     



   

   

 
   

 
    . 

Здесь ряды, стоящие в правой части, в силу лемм 2. A  и 5. A , сходятся равномерно 
по x  на  0,1 . Тогда равномерно по x  на  0,1  сходится и ряд, стоящий в левой части.  

Следовательно, ряд (32) сходится абсолютно и равномерно на любом компакте D . 
Аналогично доказывается сходимость ряда  ,t

at u x t . Теорема 2. A . доказана. 
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VIII. Устойчивость решения задачи. 
Теорема 3. A .  Пусть функция  x  удовлетворяет условиям теоремы 2. A . Тогда 

для решения задачи A  справедливы следующие оценки: 
       2, 2 ,0,1 0,1

,
L L

u x t x
 

 ,    (33) 

     2,
1 0,1

max ,
rL

u x t C x ,    (34) 

 
где  

       
2,

1/21
2

0,1
0

1
L

f x x x f x dx


    
  
 
 ,       1x x x      , 

       
2,

1/21
2

0,1
0

1
rL

f x x x f x dx 
      

 
 ,       1r x x x   , 

      1/21
1 1 1 2C               

 Доказательство. Так как        /2/2

1
1

k
kx x v x  




   - ортонормальная система, 

то из (29),  учитывая      1 / 1a
kb t a

k k ku t e  
    , получим следующие неравенства: 

                 
2 ,

1 1
2 2

1 10 0
0 ,1

, 1 , 1 k k l lL
k l

u x t x x u x t dx x x u t v x u t v x dx


      
 

  

 

      
 

               
1 1

2 2

, 1 10 0

1 1k l k l k k
k l k
u t u t x x v x v x dx u t x x v x dx      

 
  

 

        

     2 ,

222
0,1

1 1
k k L

k k
u t x


 

 

 

    . 

Следовательно, оправедливо неравенство (33). 

Так как    1 / 1 1
a

kb t ae      , то  справедливы неравенства 

               
1 1/ 1 / 1

1 1 1
,

a a
k kb t a b

k k k k k
k k

t a

k
e eu x t v x v x v x   

    
  

  

        

    1/22
2

1 1 1

k k
k k k k

k k k kk

v x v x
  

 


  

  

 
   

 
      2,

1 0,1rL
C x

   
         2 ,

1/ 21
2

0
1 0 ,1

1 1
2

1
rL

x x g x d x C x 


 
 

     


   


   
 . 

Отсюда, следует неравенство (34). Теорема 4. A . доказана. 
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