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Annotatsiya:

Ushbu maqolada kvaternion sonlar jismi ustida anigangan kvadrat matritsalarning satriy
determinanti va uning xossalari o‘rganilgan. A kvadrat matritsaning i-satri bo‘yicha satr-
determinant kvadrat matritsaning har bir satridan bittadan olingan elementlar ko‘paytmasining
algebraik yig‘indisi ko‘rinishida ta’riflanadi. i-satr bo‘yicha satr-determinanti qiymatlari turlicha
bo‘lib, kommutativ matritsaning determinantidan farq qiladi. Shu bilan birga ba’zi xossalari
saglanadi. Bunday xossalar satriy determinant ta’rifidan foydalanib isbotlandi.

AHHOTaAIHA:

B nanHOI cTaThe M3ydaeTcsl CTPOYHBIX ONPEACIIUTENb KBAIPATHBIX MAaTPHUL, OIPEIEIECHHBIX
HaJ TEJOM KBATEPHHOHHBIX YHCENT W €ro cBoicTBa. CTPOYHBIM ONPENETHUTENEM MO [ -CTPOKE
KBajpaTHOH Marpuily A onpenensercs Kak anrebpandeckas CyMMa IIPOM3BEICHHMI 3IIEMEHTOB,
B3ATBIX M3 KaXJOM CTPOKM KBAJpPaTHOM MaTpulbl, MO OJHOMY  pa3y. Kaxaplii CTpOYHBIM
ONpEIEUTENIEM IO [ -CTPOKE HMEET pasHble 3HAUEHHs W OTIMYAETCS OT ONpeeNuTeNs
KOMMYTaTHUBHON MaTpulibl. B TO ke BpeMsi HEKOTOpbIe CBOMCTBA COXPAHSAIOTCS. DTH CBOMCTBA ObUIH
JIOKa3aHbI C UCIIOJI30BAHUEM OIPEEIICHNS CTPOYHBIX ONPEACIIUTEICH.



Abstract:

This paper studies the row determinant of square matrices defined over the skew field of
quaternion numbers and its properties. The row determinant of a square matrix A by the i -row is
defined as the algebraic sum of products of elements taken from each row of the square matrix, once.
Each row determinant by the i -row has different values and differs from the determinant of a
commutative matrix. At the same time, some properties are preserved. These properties were proved
using the definition of row determinants.
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KIRISH

Ma’lumki, nokommutativ elementli halgalar uchun chiziqli algebra masalalarini
o‘rganishda determinant tushunchasi va ularning xossalari muhim rol o‘ynaydi.
Nokommutativ elementli matritsalarning determinantlari nazariyasini ta’riflash
usullariga asosan uch turga bo‘lish mumkin.

Birinchi turga tegishli bo‘lgan tadqiqot ishllarida determinantga quyidagicha
ta’rif beriladi.

Aytaylik, M(n,K) elementlari K halqaga tegishli # -tartibli kvadrat matritsalar
halqgasi bo‘lsin.

I-ta’rif. Ushbu d:M(n,K)— K funksional uchun quyidagi shartlar o‘rinli
bo‘lsin:

1. Agar A e M(n,K) teskarilanuvchan bo‘Imasligi uchun d(A)=0 bo‘lishi zarur

va yetarli;

2. Barcha A,B e M(n,K) uchun d(A-B)=d(A)d(B);

3. Agar A' matritsa A matritsaning ixtiyoriy satriga chapdan biror songa

ko‘paytirib qo‘shishdan yoki ixtiyoriy ustunini o‘ngdan biror songa ko‘paytirib



boshqa ustuniga qo‘shishdan hosil qilingan bo‘lsa, d(A')=d(A). U holda, d -
funksional A € M(n,K) matritsaning determinanti deyiladi.

Kommutativ elementli matritsalarning determinantlari uchun yuqoridagi
aksiomalar bajariladi. Ammo nokommutativ matritsalar uchun yuqoridagi
aksiomalarni qanoatlantiruvchi formulani topish oson emas. Bu bo‘yicha eng yaxshi
natijalar D’edonne va Stadiga tegishli.

Ikkinchi turdagi tadqiqot ishlarida determinant tushunchasi matritsa
elementlaridan tuzilgan ratsional funksiyalar orqali ta’riflangan. Natijada, fanga
kvazideterminant tushunchasi olib kirildi.

Uchinchi yo‘nalishga tegishli tadqiqot ishlarida determinant tushunchasi
matritsa elementlaridan tuzilgan, belgilangan tartibdagi n! ta ko‘paytmalarning
algebraik yig‘indisi ko‘rinishida ta’riflanadi. Bu yo‘nalishda, satriy determinant, ustun

determinant, double determinant kabi tushunchalar fanga olib kirildi.

Ushbu ishda kvaternion elementli # -tartibli kvadrat matritsalarning satriy

determinanti va uning xossalari o‘rganilgan.
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Kvaternion son deb, g=w+ xi+ yj+zk ko‘rinishda aniglangan sonlarga
aytiladi, bu yerda w,x,y,zeR, i* = j> =k* =ijk =-1.

Kvaternion sonlarni qo‘shish va ko‘paytirish amali huddi to‘rt noma’lumli
birinchi darajali ko‘phadlarni qo‘shish va ko‘paytirish kabi aniqlanadi. Barcha

kvaternion sonlar to‘plami qo‘shish va ko‘paytirish amaliga nisbatan sonlar jismini

hosil qiladi va H orqali belgilanadi. Shuningdek, g = @ —xi — yj — zk kvaternion

q = @+ xi+ yj + zk kvaternionning qo‘shmasi, qH =./q-q son esa g kvaternionning

normasi deyiladi. Har qanday g # 0 kvaternionga teskari kvaternion ¢ ' =

bilan aniqlanadi.

2-ta’rif. A =(a;)eM(n,H) matritsaning i -satr determinanti deb

n—r
rdet. A = E - a, a . - Ka . -
! Wy g Uy 1 Uy +n ! U T, 41 U 41, Y,
oeS,

yig‘indiga aytiladi, bu yerda S, -1, ={1,2,..,n} to‘plamda aniqlangan simmetrik
gruppa,
o = (i i, K i, Wiy iy oK i, K i g oK,
r -yoyilmadagi bog‘ligsiz sikllar soni.
Masalan, A =(a;)e M(3,H) bo‘lsin. Bu holda I;= {1,2,3} to‘plamda

aniqlangan barcha o‘rinlashtirishlarni bog‘ligsiz sikllar ko‘paytmasi ko‘rinishida
yozamiz. o, =(1)(2)(3), 0,=()2,3), 0,=(1,2)(3), 0,=(13)2), o,=(12,3),
o,=(13,2).

Bu holda, A matritsani 1-satr determinanti

33 32 32
rdet, A =(=1)"a,,ana;; + (=1)""a,,aya,, + (=1)""a,a,a,; +



3-2 3-1 3-1
+H(=D"apa;a,, + (1) apanay, + (1) aasa,, =
= 010y A3y + A1y 0o3 0y + Ay303,0y — 0y U303y — A1y 0y A3y — 03031055
A matritsaning 2-satr determinanti quyidagicha aniqlanadi:
o, =2)DHA3), o,=(2)(1,3), 0,=(2,D03), 0,=(2,3)1), 0, =(2,3,]), 0,=(2,1,3).
rdet, A=(-1)" +(=1)7? +(=1)" +
2 Ay d)9s; Ay di3d3 a,,4,,05;
3-2 3-1 3-1
+H(=D)"anana, + (1) anaya, + (1) aya,a5, =
= 0501133 T Ay3050y, T 05,0305, = Ay Q1303 — Ay 01,033 — Ay3d3 4
Aytaylik, A’ — A matritsani i -satri va j -ustunini o‘chirishdan hosil gilingan
matritsa bo‘lsin. a,; orqali j-ustunni, a,, orqali i-satrni belgilaymiz. A (D) -

matritsa, A matritsaning ; -ustunini b - ustun bilan almashtirganimizni, A, (b) esa i -

satrni b -satr bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsani belgilaymiz.

I-lemma. R; — A matritsaning a, elementlarini o‘ng algebraik to‘ldiruvchisi

bo‘lsin. Bu holda barcha i =1,n uchun rdet A= Zay. R, tenglik o‘rinli, bu yerda

J=1

—rdet, A'(a,), i#)

7 |rdet, A", i=j, k=min{7,/{i}} -

Masalan, A = (al.j)f’j=1 matritsani 1-satr elementlarini algebraik to‘ldiruvchilari

quyidagicha aniqlanadi:

a,, a
_ 1|92 Gyl
R, =rdet, A" = Ay, sy — Ay3yy,s
ay, Ay
ay Ay

R, =-rdet, Al(a,) =~




1 ay 4y
R, =-rdet, A (agg) =—

3 =030y T ayna,,

ay, dy
rdet, A=a, R, +a,R,+a;R;=

=a,,(a,,0;; — 0305,) + a,,(ay,a5, — a,,053) + a3 (ana, — aya,,) =

=a, Ry, +a, Ry, +aR;;
Quyida H wustida aniglangan #n-tartibli kvadrat matritsalar satriy

determinantining xossalarini o‘rganamiz.

I-xossa. Agar A € M(n,H) matritsaning satrlaridan biri nollardan iborat bo‘lsa,

barcha i :I,_n uchun rdet; A =0 bo‘ladi;
Isbot. Xossani isbotlash uchun rdet,-satriy determinantni ta’rifidan

foydalanamiz. Umumiylikka ziyon yetkazmay matritsaning 1-satri nollardan iborat

bo‘lsin, uholda i€/, /{l} nomer uchun satriy determinantni qaraymiz. Buning uchun

o= (l'l'kI ik]+1K - )(ikzikZHK I, )K (ik,ik,+1K ik,+lr) esS,
sikllar yoyilmasiga mos ko‘paytmasini qaraymiz, buyerda i, ,, €/,, , <i, <K <j, .
Tabiiyki 7, ,, nomer 1-sonini faqat bir marta qabul qiladi. Bu holda @, =~ =0 bo‘lib,
o mos ko‘paytma ham nol bo‘ladi, ya’ni

=0

A, . a. . a. . a. .
gy Ty Ty 41 T+t Ty Uy 1 ey +1,. Uk,
Demak,

rdet, A = E a,a. Ka Ka. B Ka , =0
5 K Uyt T+t e Uy 41 Uyt by e,
oeS,

2-xossa. Agar A =(a;) e M(n,H) matritsaning i -satri chapdan Vb e H songa

ko*paytirilsa, u holda barcha i =1,7 uchun rdet, A, (b-a,)=b-rdet; A tenglik o‘rinli
bo‘ladi;



Isbot. Ushbu xossaning ham isboti satriy determinantning ta’rifidan kelib
chigadi. Umumiylikka ziyon yetkazmay i=1 deb olamiz va A matritsaning 1-satri
elementlariga chapdan 5 sonni ko‘paytiramiz va rdet A, (b-a,) determinantni
qaraymiz.

Bu holda, rdet, A determinant hadlariga mos keluvchi ixtiyoriy o €S, o‘rin

almashtirish
0= (1’Zk1 lk,+1K ) )(lkzlkZHK b, K (ik,.ik,+1K l.k,+lr)

ko‘rinishda bo‘ladi. Demak, rdet; A determinantning barcha hadlari g,; element bilan

boshlanadi, ya’ni

rdet, A=Y (-1)"'a, a

oesS,

Iy Bty 41 aikl w1 aik, i, 41 aik, 1,0k,
Agar a,; ; ba,, almashtirish bajarsak,

rdet, A (b-a )= (-1)" b-a, a,

oes,

, =b-rdet, A

Iy 41 iy 1 aik ik 41 [N
3-xossa. Agar A =(a;)eM(n,H) uchun shunday k e/, topilsaki, barcha
Jj= 1,n uchun a, =b; + ¢, tenglik bajarilsa, barcha i= 1,n uchun
rdet, A=rdet; A, (b)+rdet, A, (c),
buyerda b=(b,b,.K,b), c=(c,c,.K,c).

Isbot. k=1 va a,,=b,+c, bolsin. Bu holda,



rdet,' A= ZS (_ 1)"*” aiik1 ai,qi,qHK (bj + cj )K aik,+1,ik, -
ces,

_ 1\ 1\ _
- Z ( 1) aii}q aiklik1+1K bJK aikr+l,.ik, + Z ( 1) aii}q aiklik1+1K Cf K aik,+1,ik,

oeS, oeS,

=rdet; A, (D) +rdet, A (c).
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