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Аннотация 

Мақолада тўртинчи тартибли хусусий ҳосилали дифференциал тенглама учун битта нолокал 
масала ўрганилган. Масала ечимининг ягоналиги спектрал усул билан исботланган. Масала ечимининг 
мавжудлигини исботлаш учун ўзгарувчиларни ажратиш усули қўлланилган.  

Аннотация 
В статье изучается одна нелокальная задача для дифференциального уравнения с частными 

производными четвертого порядка. Спектральным методом доказывается единственность решения 
задачи. Для доказательства существования решения применяется метод разделения переменных. 

Annotation 
In this paper a nonlocal problem for fourth order partial differential equation is studied. An uniqueness of 

solution of this problem by spectral method is proved.The method of separation of variables is applied to solve 
the considered problem.  

Таянч сўз ва иборалар: нолокал масала, спектрал усул, ўзгарувчиларни ажратиш усули, масала 
ечимининг ягоналиги, масала ечимининг мавжудлиги.  

Ключевые слова и выражения: нелокальная задача, спектральный метод, метод разделения 
переменных, единственность решение задачи, существование решения задачи. 

Keywords and expressions: nonlocal problem, spectral method, method of separation of variables, the 
uniqueness of the solution, the existence of the solution. 
_________________________________________________________________________ 

Краевым задачам для уравнений четвертого порядка посвящены работы [1,8] и 
других авторов. Нелокальным задачам для уравнения четвертого порядка посвящены 
другие работы [9,16]. В монографиях [17,18] также изучаются нелокальные задачи. 
Следует особо отметить монографию [8], где излагается классификация уравнений с 
частными производными четвертого порядка с двумя независимыми переменными, 
указываются приложения этих уравнений и исследуются некоторые краевые задачи 
для уравнений с частными производными четвертого порядка. Там же можно найти 
наиболее полную библиографию по уравнениям с частными производными четвертого 
порядка. 

В настоящей работе в области   , : 0 ,0x t x p t T       

рассматривается уравнение  

  
2 4

2 4
,

u u
f x t

t x

 
 

 
,      (1) 

где  ,f x t   заданная гладкая функция в  . 

2. Постановка задачи. 
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Задача. Найти в области   решение    4,2
,, x tu x t C   уравнения (1), 

удовлетворяющее краевым условиям 

    0, 0, , 0, 0 ,u t u p t t T         (2)  

    0, 0, , 0,0 ,xx xxu t u p t t T         (3)  

    ,0 , , 0 ,u x u x T x p         (4) 

    ,0 , ,0t tu x u x T x p   .      (5) 

3. Единственность решения задачи (1)-(5) .  
Единственность решения докажем спектральным методом. 
Теорема 1. Решение задачи (1) –(5) единственно, если оно существует. 

Доказательство. Пусть  , 0f x t   в  . Покажем, что  , 0u x t   в  . 

Следуя [19], рассмотрим интегралы  

      
0

,
p

n nt u x t X x dx   ,    1,2,...n      (6) 

где функции    2
sin , , 1,2,... ,n n n

n
X x x n

p p

     образуют полную 

ортонормированную систему в  2 0,L p  [20]. 

Продифференцируя (6) дважды по t , имеем 

    
2

2
0

p

n n

u
t X x dx

t
  

 .       (7) 

Учитывая однородное уравнение, соответствующее (1), получаем 

   
4

4
0

p

n n

u
t X x dx

x
  

 . 

Интегрируя по частям правую часть, находим 

   4 0n n nt u t    , 

Общее решение этого уравнения имеет вид  

   2 2
n nt t

n n nt a e b e    ,      (8) 

где na  и nb  - неизвестные постоянные. 

Для нахождения na  и nb  используем условия (4) и (5). Тогда получаем систему 

уравнений относительно na  и nb : 

   
   

2 2

2 2

1 1 0,

1 1 0.

n n

n n

T T
n n

T T
n n

e a e b

e a e b

 

 





    


   

 

Определитель этой системы 

 2

2 1 0nTe    . 

Отсюда следует 0, 0n na b  . 

 Тогда из (8) следует, что   0n t  , а (6) принимает вид 



Аниқ ва табиий фанлар 

  МАТЕМАТИКА 
 

 8 2021/№3 
 

   
0

, 0
p

nu x t X x dx  ,   1,2,...n  . 

Так как система функции  , 1,2,...nX x n   ортонормированная и полна в 

 2 0,L p , то функция  , 0u x t   почти всюду в  . Но по условию задачи 

   4,2
,, x tu x t C  , поэтому  , 0u x t   в  . Теорема 1 доказана. 

 4. Существование решения задачи (1)-(5). 
 Решение задачи (1)-(5) ищем в виде ряда Фурье 

      
1

, n n
n

u x t u t X x




 .       (9) 

Функцию  ,f x t  также разложим в ряд Фурье 

      
1

, n n
n

f x t f t X x




 ,      (10) 

где 

      
0

,
p

n nf t f x t X x dx  .     (11) 

 Подставляя (9) и (10) в уравнение (1), получаем 

      4
n n n nu t u t f t   .       (12) 

Условия (4) и (5) переходят в следующие 

    0n nu u T ,      (13) 

    0n nu u T  .      (14) 

Общее решение уравнения (12) имеет вид 

      2 2
n nt t

n n nu t a t e b t e   .      (15) 

Для определения неизвестных  na t  и  nb t  имеем систему 

   

     

2 2

2 2

2

0,

.

n n

n n

t t
n n

t t n
n n

n

a t e b t e

f t
a t e b t e

 

 







   



   


 

Решая эту систему, находим 

      2

2
0

1
0

2
n

t

n n n
n

a t a f e d  


   ,        2

2
0

1
0

2
n

t

n n n
n

b t b f e d  


   . 

Подставляя их в (15), имеем 

         2 2 2
2

0

1
0 0n n

t
t t

n n n n n
n

u t a e b e sh t f d     


    .  (16) 

Используя условия (13) и (14), находим  

   
 2

22
0

1
0

2 1

n

n

T T

n n T
n

e
a f d

e

 


 



 


 

 ,    
 2

22
0

1
0

2 1

n

n

T T

n n T
n

e
b f d

e

 


 






 . 
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Найденные  0na  и  0nb  подставляем в (16). Тогда получим 

 
 

 
 

   
2 22 2

2 2

2
2 2 2

0 0 0

1
.

2 21 1

n nn n

n n

T T tT Tt t

n n n nT T
n n n

e e e e
u t f d f d sh t d

e e

    

 
      

  

  


    

   
 

Отсюда, производя несложные преобразования, имеем 

      2
0

1
,

2

T

n n n
n

u t k t f d  


   ,     (17) 

где  

 

    

    

2 2

2

22

2

, 0 ,
1

,

, .
1

n n

n

nn

n

T t t

T

n t

T

e e
t

e
k t

e T t e
t T

e

   



 









  



 
 

  
  

  

 

Подставляя (17) в (9) получаем решение задачи (1)-(5) в виде 

       2
1 0

1
, ,

2

T

n n n
n n

u x t X x k t f d  






   .    (18) 

Производные от искомой функции, которые участвуют в уравнениях и условиях 
(3), (5) имеют вид 

     
2

2
1 0

,
2

T
n

n n
n

X xu
k t f d

x
  








   ,     (19)  

      

 
    

 
2 22 2

2 2

1 0

,
2 1 1

n nn n

n n

T t T tt Tt t
n

n nT T
n t

X xu e e e e
f d f d

t e e

      

 
   

    



          
  

 (20) 

         
2

2
2

1 1 0

,
2

T
n

n n n n n
n n

X xu
f t X x k t f d

t
   

 

 


 

    ,   (21) 

     
4

2
4

1 0

,
2

T
n

n n n
n

X xu
k t f d

x
   






 

   .    (22)  

Нам необходимо доказать абсолютную и равномерную сходимость рядов (18)-
(22). Сначала докажем несколько лемм. 

 Лемма 1. Если          2, , 0, , 0,
f

f x t C f t f p t L
x


     


, тогда  

ряд  

    
1

n n
n

f t X x



      (23) 

сходится абсолютно и равномерно в  . 
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 Доказательство. Для ряда (23) мажорантой будет ряд  
1

n
n

f t



 . Интегрируя 

по частям интеграл в (11) имеем      1,01
,n n

n

f t f t


 где 

   1,0

0

2
cos

p

n n

f
f t xdx

x p



 . В силу этого      1,0

1 1

1
n n

n n n

f t f t


 

 

  . Применяя к 

последней сумме неравенство Буняковского для суммы [22] находим 

       
 2

1/2 1/2
2

1,0 1,0

2
1 1 1

1 1

6
n n

n n n Ln

p p f
f t f t

n x 

  

   

           
   . 

Здесь мы воспользовались равенством 
2

2
1

1

6n n





  [21, стр.52]. 

Отсюда следует абсолютная и равномерная сходимость ряда (23). Лемма 1 
доказана. 

 Лемма 2. Если    ,f x t C  , то ряд (18) сходится абсолютно и равномерно 

в  . 

 Доказательство. Оценим  ,nk t  . Сперва оценим его на отрезке 0 t  . 

Учитывая очевидное неравенство 
2 2
n nt Te e    , имеем  

 ,nk t  
 

 

22

2 2

2 2 2

0

/

1 2 2
2

1 11 1 1

nn

n n

n

tT

T T

T T p

e e
C

e e
ee

 

 

 

 



     
  

, 

где 
 2/

0 1 1 T pC e     
. 

 В случае t T   как и выше получаем   0, 2nk t C  . Таким образом, 

    0, , 2n nk t k t C    в  0,T . Следовательно 

   0
2

1 0

2
,

T

n
n n

C
u x t f d

p
 







   . 

По условию леммы 2   1,f x t C , где 1 0C  . 

Из (11) имеем     1

0

2 , 2
p

nf t f x t dx C pp  .  

 Вернемся к (18) и учитывая последнее равенство находим 

  2
0 1 0 12

1

2 1
, 2

3n n

T
u x t C C pT C C p

p 





  . 

 Следовательно, ряд (18) сходится абсолютно и равномерно в  . Лемма 2 
доказана. 
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 Отметим, что если ряд (22) сходится абсолютно и равномерно, то ряд (19) 
также сходится абсолютно и равномерно. Точно также из сходимости ряда (21) 
следует сходимость ряда (20). 

 Лемма 3. Если    4,0
,, x tf x t C   и    0, , 0,f t f p t   

   
2 2

2 2
0, , 0

f f
t p t

x x

 
 

 
, то ряд (22) сходится абсолютно и равномерно в  . 

 Доказательство. Справедливы равенства  

     
4

2 2
04

1 10 0

2 1 2
,

2

T T

n n n n n
n n

u
k t f d C f t dt

x p p
    

 

 


 

    .   (23) 

Правую часть равенства (11) интегрируя по частям четыре раза по x , получаем  

   4

4 4
0

,1 2
sin

p

n n
n

f x t
f t xdx

x p






 . 

В силу условия теоремы 
4

24

f
C

x





, где 2 0C const  . Учитывая это имеем 

  24

1 2
n

n

f t C
p

 . Подставляя это в (23), находим  

4
2 0 2

0 24 4
1 0

2 1 2

3

T

n
n n

u C C
C C dt Tp

x p p









 

   . 

 Следовательно, ряд (22) сходится абсолютно и равномерно в  .  Лемма 3 
доказана. 

 Лемма 4. В условиях леммы 3 ряд (21) сходится абсолютно и равномерно в 

 .  
 Доказательство . Ряд (21) отличается от ряда (22) слагаемым  

   
1

n n
n

f t X x



 , 

который согласно лемме 1 сходится абсолютно и равномерно в  . Поэтому ряд (21) 

также сходится абсолютно и равномерно в  . Лемма 4 доказана. 

 Лемма 5. Если        2,0
,, , 0, , 0x tf x t C f t f p t    то ряд (19) сходится 

абсолютно и равномерно в  . 
 Доказательство . Справедливы  неравенства 

     
2

02
1 10 0

2 1 2
,

2

T T

n n n
n n

u
k t f d C f t dt

x p p
  

 

 


 

    . 

Согласно (11)      
0

,
p

n nf t f x t X x dx  . Интегрируя его по частям два раза по 

x , имеем  
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   2

2 2
0

,2 1
p

n
n

f x t
f t dx

p x



  2 2

2 1

n

C p
p 

. 

Учитывая это находим  
2 2

2
0 2 0 22 2 2

1

1 1
2

3n

u p
C C T C C Tp

x n






 

  . 

 Следовательно, ряд (19) сходится абсолютно и равномерно в  . Лемма 5 
доказана. 

 Лемма 6. Пусть выполняются условия леммы 5. Тогда ряд (20) сходится 

абсолютно и равномерно в  . 
 Доказательство. Отметим, что справедливы неравенства 

1) 
       2 22 2

, 0
t

n nn n
T t T tte e e e t

      
              ; 

2) 
       2 22 2

,
T t

n n nn
T t t te e e e t T

      
              ; 

      2
0 0 2

1 10 0

2 1 2 1
,

2 3

T T

n n n
n n

u
k t f d C f t dt C C T p

t p p
  

 

 


  

    . 

 Следовательно, ряд (20) сходится абсолютно и равномерно в  .  
Лемма 6 доказана. 

 Теорема 2. Если     4,0
,, ,x tf x t C       0, , 0,f t f p t    

   
2 2

2 2
0, , 0

f f
t p t

x x

 
 

 
, то решение (18) удовлетворяет уравнению (1) и 

условиям (2)-(5). 
 Доказательство . Краевые условия (2), (3) выполняются в силу свойств 

функции  nX x . Покажем выполнение краевых условий (4) и (5). Проверим 

выполнение условия (4): 

       20 0
1 0

1
lim , lim ,

2

T

n n n
t t

n n

u x t X x k t f d  




 


     

=      2 0
1 0

1
lim ,

2

T

n n n
t

n n

X x k t f d  







  . 

Это допустимо, так как ряд сходится равномерно. Рассмотрим  

   
   

 
2 2

2
0 0

0 0

lim , lim
1

n n

n

T t T t t

n n nTt t

e e
k t f d f d

e

   


    

  

 

    
  

   

+
   

 
 

 
2 2 2 2

2 2
0

0

lim
1 1

n n n n

n n

T TT t t T

n nT Tt
t

e e e e
f d f d

e e

       

 
   

   



     
   

  .   (24) 

     2
1 0

1
lim , lim ,

2

T

n n
t T t T

n n

u x t X x k t d 




 


    
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   

 
   

 
2 2 2 2

2 2

0

lim
1 1

n n n n

n n

t TT t t T t t

n nT Tt T
t

e e e e
f d f d

e e

       

 
   

     



     
   

   

=
 

 
22

2

0 1

nn

n

T T

nT

e e
f d

e

  


 


 .      (25) 

Сравнивая правые части (24) и (25) убеждаемся, что условие (4) выполняется. 
Аналогичным образом показывается, что условие (5) выполняется. 

 Складывая (21) и (22) мы получаем уравнение (1). Теорема 2 доказана. 
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