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Аннотация 

Мақолада ярим чексиз муҳитни қутбланган нурланиш билан ёритилгнда, ундан қайтиб чиққан диффуз 
нурланиш оқимининг қутбланиш даражасининг ўзгариши ўрганилган. Қайтиб чиққан нурланишнинг қутбланиш 
даражасини қайтиш бурчагига боғлиқ равишда ўзгариши туфайли, Бабине, Брюстер ва Aраго нуқталарининг 
ҳосил бўлиши кўрсатиб берилган. Нейтрал нуқталарнинг нурланишни тушиш ва қайтиш бурчагига 
боғлиқлиги ўрганилган. Умумий формулаларни айрим хусусий ҳоллардаги ечимлари таҳлил этилган. 

Аннотация 
В статье исследованы поляризационные характеристики диффузно отраженного излучения при 

освещении полубесконечной светорассеивающей среды неполяризованным излучением. Показано образование 
нейтральных точек поляризации Бабине, Брюстера и Араго в угловых поляризационных характеристиках 
вторичного излучения. Проведено сопоставление между результатами точных численных расчётов с 
приближенными аналитическими формулами и проанализированы физические условия появления 
нейтральных точек в зависимости от углов освещения и кратности рассеивания. 

Annotation 
The article investigates the polarization characteristics of radiation diffusely reflected when illuminating a semi-

infinite light-scattering medium with unpolarized radiation. The formation of neutral points of polarization of Babinet, 
Brewster and Arago in the angular polarization characteristics of the secondary radiation is shown. Comparisons are 
made between the results of exact numerical calculations with approximate analytical formulas, and the physical 
conditions for the appearance of neutral points are analyzed depending on the angles of illumination and the scattering 
factor. 

 
Таянч сўз ва иборалар: қутбланган нурланиш, нейтрал нуқталар, яримчексиз муҳит, кўчирилиш 

тенгламаси. 
Ключевые слова и выражения: поляризованное излучение, нейтральные точки, полубесконечная 

среда, уравнение переноса. 
Keywordsand expressions: polarized radiation, neutral points, semi-infinite medium, transport equations. 
 

С появлением методов изучения поверхности Земли при помощи зондов 
поляризационными методами, вырос интерес к изучению переноса поляризованного излучения в 
слоях атмосферы [1,2]. В нашей работе [3,4], была изложена теория переноса поляризованного 
излучения в средах с конечными оптическими толщинами, где, была развита методика расчёта 
переноса поляризованного излучения в рамках теории переноса излучения, построенной 
Чандрасекаром и позже обобщенная Леноблем и Е.Л.Ивченко и др. в [5,6]. При помощи 
построенной теории были рассчитаны степени поляризации диффузно отраженного и диффузно 
прошедшего естественного неполяризованного солнечного излучения через слои атмосферы. 
Основное внимание было уделено изучению угловых характеристик нейтральных точек Бабине,  
Брюстера и Араго  в зависимости от угла освещения, оптической толщины и оптических 
параметров среды. Результаты этих расчётов показали, что нейтральные точки образуются и в 
модели полубесконечной среды. Однако, в литературе, посвященной изучению характеристик 
нейтральных точек, в модели полубесконечной среды этот вопрос не обсуждается и не 
проведены последовательные исследования. 

 В отличие от атмосферы, в светорассеивающих твёрдых телах или жидкостях 
диэлектрическая проницаемость среды высокая. По этой причине исследования 
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поляризационных характеристик вторичного излучения таких сред, при помощи данной модели 
представляет практическую ценность и, надеемся, привлечет к себе внимание специалистов.  

При  результаты расчётов в средах с конечными оптическими толщинами переходят 
на модели полубесконечной среды [3,5,6].  В этом случае, интенсивность и поляризация 
отраженного назад излучения не зависит от оптической толщины и в решении уравнения 
переноса остаётся только параметр альбедо – квантовый выход однократного рассеяния. 
Несмотря на такое упрощение, в характеристиках отраженного назад излучения все 
особенности, касающиеся всех нейтральных точек, наблюдаемое в случае среды с конечной 
толщиной, сохраняются. Угловые характеристики имеют качественно такой же характер, что и в 
случае среды с конечной толщиной для отраженного излучения.  

 С теоретической точки зрения, исследования нейтральных точек в модели 
полубесконечной среды ещё интересены тем, что решение интегральных уравнений для H -
функций методом итераций имеет очень высокую точность [5]. Это обстоятельство позволяет 
оценить точности решения уравнений для X( ), Y( )   -функций, рассчитанные для среды с 

конечной толщиной. Так как в модели сред с конечной толщиной в зависимости от значения 
альбедо и оптической толщины, численные значения интегральных уравнений для  X( ), Y( )   -

функций имеют низкую точность, и об этом было упомянуто в работе [7].  Несмотря на то, что 
для решения уравнения переноса разработаны различные методы, при   решении поставленной 
задачи нами был выбран метод итерации. Преимущество этого метода перед другими 
заключается в том, что метод итерации позволяет оценить вклад в интенсивность и 
поляризацию вторичного излучения однократного, двукратного и т.д. рассеянного излучения. Это 
обстоятельство позволяет лучше понимать процесс образования характеристик вторичного 
излучения  и анализировать физические явления наблюдаемые в среде, например, как 
нейтральные точки поляризации. 

Постановка задачи 
        Пусть на среду падает плоская световая волна с полным потоком F  и 

распространяется в направлении 0 0 0( , ) Ω . Интенсивность излучении в любой глубине ( )z  
плоскости среды, распространяющиеся в направлении  ( , ) Ω

 
определяется решением 

уравнения переноса [6], 

0
0 0

1 2

0 0

( , ) 0( , ) ( ) ( , ) exp( / ) ( )
d 4 4

d
d d

 
      

 
       

I Ω
I Ω P Ω,Ω I Ω P Ω,Ω F

 
.               (1) 

Здесь ось z  перпендикулярно вверх направлена от плоскости падения первичного потока, , 

,  -полярные и азимутальные углы, ( )
ист

z    -оптическая толщина среды, 0 -альбедо, 

квантовый выход однократного рассеяния, ( )P Ω,Ω - матрица однократного рэлеевского 

рассеяния размером (4х4), падающий поток также представляется в виде матрицы столбца 

Стокса ( , , , )
Vl r U

F F F FF .  

   Интенсивность диффузно отражённого назад из среды излучения определяется через 

0
, )S(Ω Ω  -матрицы отражения, которое связывает с падающим потоком   

                                0 00( ) ( / 4 ) 0,отр    I Ω S(Ω,Ω )F( Ω ) .                                     (2)                                    

Аналитический вид решения для матрицы 0
, )S(Ω Ω  определяется при помощи уравнения 

переноса (1), и принципов инвариантности, и эту матрицу можно представить в виде суммы трёх 
независимых слагаемых [6],   

(0) 2 2 1/2 (1) (1)

(1) 0 0 00( ) {(3 / 4) ( , ) [(1 )(1 )] ( ) ( , , , )            0S Ω,Ω Q S S Ω,Ω P  

(2) (2)

0 0 0( ) ( , , , )}S     Ω,Ω P .                                              (3) 

Аналитический вид решения этих уравнений довольно громоздкий и для краткости здесь их 
приводить не будем (см. [3]).  

Результаты численных расчётов 
Обычно в уравнении переноса излучения в качестве углового переменного используется 

величина  cos  . Наши расчёты показывают, что если в качестве переменного использовать 

геометрический угол  , то точность результатов расчёта увеличивается, особенно вблизи 
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Рис.1. Зависимости поляризации отраженного назад излучения от 

кратности рассеяний, в случае  
0 0.5  . Пунктирные кривые 

описывают однократные рассеяния, точечные двукратные, жирные 
кривые результаты точного рассеяния. Углы освещения: 0

0 0   

0  . Это связано с тем, что в численных расчётах,  при проведении интегрирования по  , 

пространство по углам 
разделяется неоднородно. 
Например, если разделить   
в интервале [0,1] в сорока 
точках, к первому шагу 
интервала 0 0.025   , 

соответствует угол 
010  . 

Если учесть, что имеется 
такое неравномерное 
распределение пространства 
по  , то нетрудно объяснить, 

что в работах,  посвященных 
изучению характеристик 
нейтральных точек в слоях 
атмосферы, не определено 
положение точки Араго [8,9]. 
Так как, эта точка 
наблюдается только, когда 
солнце находится вблизи горизонта ( 0  ).  

Решение поставленной задачи определяется восемью нелинейными интегральными 
уравнениями для X( )  –функций, переходящие при    на H - функции. Решения этих 

уравнений можно определять с высокой точностью, методом итераций, путём численных 
расчётов на ЭВМ. 

Рассмотрим случай, когда среда возбуждается неполяризованным излучением. Стоксовые 
параметры возбуждающего излучения имеют следующие значения. 

/ 2, 0l r U VF F F F F    .                                                    (4) 

На рис.1,2 приведены 
результаты точного расчёта 
угловой зависимости поляризации 
отраженного вторичного 
излучения для двух значений 

альбедо: 0 0.5   и 0 0.9  . 

Полярные углы возбуждения и 
наблюдения лежат  в одной 
меридиональной плоскости 

0 0, .       Расчёты 

показывают, что при больших 
значениях углов возбуждения, 

вблизи точки 
0

0 90  в 

меридиональной полуплоскости 
возбуждение наблюдается точка 
Бабине, а в другой полуплоскости 
точка Араго. С уменьшением 

значения угла возбуждения, в зависимости от значения альбедо, с некоторого угла 0 0   , 

точка Араго исчезает, но около точки Бабине появляется точка Брюстера. Когда 0 0.5  , 

значение этого угла равно 0
082  . C увеличением значения альбедо точка Араго 

Рис.2. Зависимости поляризации вторичного излучения от 

кратности рассеяния, в случае 0 0.9  . Пунктирные кривые  

описывают однократные рассеяния, точечные двукратные, 
жирные кривые результаты точного рассеяния. Углы 

освещения:
0

0 0  (кр.1),
0

0 30  ( 2 ),
0

0 60  ( 3 ),
0

0 85  ( 4 ).  
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наблюдается при более больших углах освещения. При 0 0.9    значение этого угла 

составляет 
0

0 72  .  С уменьшением  значение угла возбуждение 0 , точки Бабине и 

Брюстера смещаются в сторону точки зенита, а угловые расстояния между ними сначала 

увеличиваются до значения 
0

0 50  , а затем сокращаются и сливаются в одной точке, при 

0
0 0  . Увеличение значения альбедо также приводит к расширению углового  расстояния 

между этими точками. При этом увеличивается амплитуда поляризации в области между 
нейтральными точками, но в отрицательной части характеристик, поляризация падает. 
Максимумы поляризации соответствуют к точке, когда направления распространения падающее 
и отраженного излучения взаимно перпендикулярны. Максимум поляризации между 
нейтральными точками Бабине и Брюстера соответствует углу падения падающего излучения, 
т.е. максимум наблюдается при отражении падающего излучения назад. Такое поведение 
нейтральных точек аналогично картине, наблюдаемой для отраженного  излучения в  модели 
сред с конечной толщиной [4].    

На рисунках 1 и 2 также 
приведены результаты расчёта 
угловой характеристики степени 
поляризации вторичного 
излучения, от кратности рассеяния 
для двух значений альбедо. 
Расчёты на рис.1    
проведены для рассеивающей 

среды при 0 0.5,   когда 

значения коэффициента 
поглощения и рассеяния среды 

равны ист  . Из графиков 

видно, что для образования 
нейтральных точек в 
поляризационных характеристиках 
вторичного излучения, достаточно 
двукратного рассеяния первичного 
излучения в среде. Увеличение 
числа рассеяний приводит к 
увеличению значения поляризации 
излучения между нейтральными 
точками, и к уменьшению максимальной поляризации.    

На рис.2 расчёты выполнены в случае сильно рассеивающей среды, когда 9 ист 
  

и 

0 0.9  , значения
 
коэффициента рассеяния  намного больше, чем значение коэффициента 

поглощения. В этом случае значения степени поляризации в области между нейтральных точек 
заметно выше, чем  на рис.1, а в области отрицательных поляризаций деполяризация 
увеличивается в соответствии с результатами, что на рис.1.  

Результаты этих расчётов показывают, что при возбуждении среды неполяризованным 

излучением, по всей меридиональной плоскости падения и наблюдения, разница между ,l rI I
 

компонентами 
 
интенсивности отраженного излучения  дважды меняет знак.  

Для проверки ниже приведены результаты аналитического расчёта угловых характеристик 
степени поляризации в уравнениях (1)-(3), в случае однократного рассеяния,  

 

( ) / ( )лин l r l rP I I I I     

Рис.3. Угловые зависимости интенсивности вторичного 
излучения для двух значений альбедо. Пунктирные кривые 
рассчитаны при 

0 1 / 3  , жирные при 0 0.9  . Углы 

освещения: 
0

0 0  (крив. 1,1 ), 0

0 30  ( 2, 2 ), 0

0 60  ( 3, 3 ), 
0

0 85  ( 4 ). 
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2 2 2 2 2
0 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0

2 (1 )(1 ) 4 cos( ) (1 )(1 )cos2( )
,

2 (1 )(1 ) 4 cos( ) cos2( )

          
         

        


      
           (5) 

где, 
2 2 1/2
0((1 )(1 ))     , 0,   -азимутальные углы падающего и рассеянного излучения.  

Результаты расчёта угловых характеристик поляризации при первой итерации, рассчитанные по 
точной (3) и по аналитической формуле (5), совпадают с высокой точностью.    

 На рис.3 приведены угловые характеристистики интенсивности вторичного  излучения 
для двух значений альбедо. Из графиков видно, что в геометрии нормального падения и 

отражения назад 0 0   , интенсивность вторичного излучения максимальная. С 

отклонением угла возбуждения от нормали  максимум интенсивности смещается в сторону 
горизонта. С увеличением значения квантового выхода однократного рассеяния, увеличивается 
интенсивность вторичного излучения во всех углах освещения и наблюдения. В точках поворота 
поляризации, интенсивность также изменяет значения по модулю.       
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