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Аннотация 

Мақолада  коэффициенлари узилишга эга бўлган интегро-дифференциал тенглама учун бир чегаравий 
масала ўрганилган. 

Аннотация 
В статье исследована одна краевая задача для  интегро-дифференциального уравнения с  разрывными 

коэффициентами.  
Annotation 

In the article a boundary value-problem has been investigated for an integro- differential equation with 
discontinuous coefficients.      

  
Таянч сўз ва иборалар: чегаравий масала, интегро-дифференциал тенглама. 
Ключевые слова и выражения: краевая задача, интегро-дифференциальное уравнение. 
Key words and expressions: boundary-value problem, integro-differential equation. 

________________________________________________________________________________________________ 

   1,0 0,1   соҳада қуйидаги кўринишдаги 

             1 1

1 1

2 2x x

sign x sign x sign x sign x
y x m D y x k D y x 

 

   
        

           1 1

1 1
0

2 2x x

sign x sign x sign x sign x
m D y x k D y x    

          (1) 

дифференциал тенгламани қарайлик, бу ерда 1xD 
  , , k ,m– берилган ҳақиқий сонлар 

бўлиб, 0  , 0 1  , 0m  , 0k  ; 1xD 
 , 1xD 

– каср тартибли интеграл операторлар 

[1,2]: 

       1

1

1

1 x

xD y x x t y t dt








 
  ,        

1
1

1

1
x

x

D y x t x y t dt



  

  , 

1xD
 , 1xD

 лар эса каср тартибли дифференциал операторлар [1,2]: 

       1

1

1

1

x

x

d
D y x x t y t dt

dx








 
   , 

       
1

1

1

1x

x

d
D y x t x y t dt

dx



 

   , 

бу ерда ( )z – Эйлернинг гамма-функцияси [1]. 

 Қаралаётган соҳада (1) тенглама қуйидаги кўринишда ёзилади:  
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       
       

1 1

1 1

0,                 -1,0 ,

0,                   0,1 ,

x x

x x

y x mD y x kD y x x

y x mD y x kD y x x

 

 


 



    

    

             (1) 

(1)  тенглама учун қуйидаги масалани ўрганамиз:  

 Масала. (1) тенгламанинг 
2 1(( 1,0) (0,1)) [ 1,1]C C     синфга тегишли ва  

       1 21 1 ,         1 1y y q y y q                                    (2) 

шартларни қаноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда  1q , 2q  берилган ҳақиқий сонлар. 

 Масалани тадқиқ қилишга ўтамиз. (1) нинг биринчи тенгламасида x  ни  t  га 

алмаштириб, ҳосил бўлган тенгламани t  бўйича  1, x  оралиқда интеграллаймиз: 

                 
1 1

1 ,   1,0
1 1

x xm k
y x x t y t dt x t y t dt y x

 

 


 

        
    

. 
Бу тенгламани ҳам яна [ 1, ]x  оралиқ бўйича интеграллаб ва ҳосил бўлган такрорий 

интегралда интеграллаш тартибини алмаштириб,    

             1 1

1 12 2

x xm k
y x x t y t dt x t y t dt

 

 
 

 

    
      

      = 1 1 1 ,    1;0y x y x       . 

интеграл тенгламага эга бўламиз. Агар бу ерда    

                     1

1

1

2 ,  1 1 1
2

xm
f x x t y t dt y x y

 






        
                                               

белгилашлар киритсак, охирги тенглама қуйидаги кўринишни олади: 

           1

1

1

,             1,0 .
xk

y x x t y t dt f x x







    
   

 Бу тенгламада  1f x  ни маълум деб ҳисоблаб,  1t z  ва 1x s   алмаштириш 

бажарсак, қуйидаги интеграл тенгламага эга бўламиз: 

            2 1 2

1

, ,                   1;0
1

xm
y x f x R x t f t dt x

 

   
   . (3) 

 0  бўлганлиги учун (3) тенглама ягона ечимга эга [1,2] ва у  

     ,1 1

0

1 1 ,                   [0,1]
sd

y s k s z f z dz s
ds



                    (4) 

кўринишда аниқланади, бу ерда  , ( )z   – Миттаг-Леффлер функцияси [1,2]: 

   ,
0

/n

n

z z n   




    . 

 Эски ўзгарувчиларга қайтиб, (4) тенгликни қуйидагича ёзиб олиш мумкин: 

         ,1

11

x x

z

m
y x y z dz k x t t z dt

 
 

           
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         ,1 ,1

1

1 1 1 ,                   1,0
x

y k x y k x t dt x
 

 


                .    (5) 

(5) тенгламада қуйидаги белгилашларни киритиб,  

     1 ,1,
x

z

K x z E k x t t z dt
 


     , 

                             2 ,1 ,1

1

1 1 1
x

f x y k x y k x t dt
 

 


              ,                                                

уни қуйидагича ёзиб оламиз:                                                                                        

           1 2

1

, ,               1,0
1

xm
y x K x z y z dz f x x

 

   
   .          (6) 

(6) – Вольтерранинг иккинчи тур интеграл тенгламаси бўлиб, унинг ядроси ва ўнг томони 

узлуксиз функциялардир. Шунинг учун унинг ечими мавжуд ва ягона [3]. Бу ечимни  1 ,K x t  

ядронинг  1 ,R x t  резольвентаси орқали қуйидагича ёзиш мумкин: 

           2 1 2

1

, ,                   1,0
1

xm
y x f x R x t f t dt x

 

   
   . (7) 

(1) даги иккинчи тенгламани ҳам  ,1x  оралиқ бўйича икки марта интеграллаймиз ва ҳосил 

бўлган такрорий интегралда интеграллаш тартибини алмаштириб,  

       
1

1

2 x

k
y x t x y t dt




  

    

            
1

1
1 1 ,        0,1

2 x

m
y x y x t x y t dt x




     

             (8) 

интеграл тенгламага эга бўламиз. Агар бу ерда    

            
1

1

12 ,       1 1 1
2 x

m
x y y x t x y t dt

  


      
    

белгилашлар киритсак, (8) тенглама қуйидаги кўринишни олади: 

           
1

1

1 ,               0,1
x

k
y x t x y t dt x x

 


   
  . 

 Бу тенгламада  1 x  ни маълум функция деб ҳисоблаб,  1t z   ва 1x s   

алмаштириш бажарсак, қуйидаги интеграл тенгламага эга бўламиз: 

            1

1

0

1 1 1 ,                0,1
sk

y s s z y z dz s s
 


      

  . (9) 

 0   бўлганлиги учун (9) тенглама ягона ечимга эга [1,2] ва у  

       ,1 1

0

1 1 ,            0,1
sd

y s k s z z dz s
ds


          

кўринишда аниқланади. 

 Эски ўзгарувчиларга қайтиб, қуйидагига эга бўламиз: 
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         
1

,11

z

x x

m
y x y z dz k t x z t dt

 


                 

       
1

,1 ,11 1 1 ,              [0,1]
x

y k x y k t x dt x
 

 
            .            (10) 

   (10) тенгламада қуйидаги белгилашларни киритамиз: 

     2 ,1,
z

x

K x t E k t x z t dt
 


     , 

         
1

2 ,1 ,11 1 1
x

x y k x y k t x dt
 

              . 

   У ҳолда (10) тенглама қуйидагича кўринишни олади:  

                                             
1

2 2, ,             0,1
1 x

m
y x K x t y t dt x x


 

   .                              

Бу – Вольтерраниниг иккинчи тур интеграл тенгламаси бўлиб, унинг ечими мавжуд ва 

ягона [2]. Бу ечимни  2 ,K x t  ядронинг  2 ,R x t   резольвентаси орқали қуйидагича ёзиш 

мумкин: 

                                 
1

2 2 2, ,              0,1
1 x

m
y x x R x t t dt x 


  

   .   (11) 

(1) тенгламанинг (7) ва (11) ечимларини қўйилган масаланинг (2) чегаравий шартлари ва 
(0 0) (0 0),      (0 0) (0 0)y y y y        “улаш шартлари” га  бўйсундирсак, ( 1)y  ва 

(1)y  га нисбатан қуйидаги тенгламалар системаси келиб чиқади:  

             
1

1 1 2 1 ,1 2 2 ,1

0

1 1 0, 1
1

m
a y b y q q E k R t q E k t dt


 

           

     
1

1 1 ,1

0

0, 1
1

m
R t q E k t dt



      , 

           
1

2 2 2 2 ,1 ,0
00

1 1 , 1
1 x

m
a y b y q R x t E k t dt E k

x


  

              
  

       
0

1 1 ,1 ,0
01

, 1
1 x

m
q R x t E k t dt E k

x


  

          
 , 

бу ерда 

              
0

1 ,1 ,2 1 ,1 ,2

1

0, 1 1 1 ,
1

m
a E k E k R t E k t t E k t dt

 
    

                

              
1

1 ,1 ,2 2 ,1 ,2

0

0, 1 1 1 ,
1

m
b E k E k R t E k t t E k t dt

 
   

              
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   2 ,0 ,1a E k E k   

          
0

1 ,1 ,2
01

, 1 1 1
1 x

m
R x t E k t t E k t dt

x
 

  

              , 

   2 ,1 ,0b E k E k   

          
1

2 ,1 ,2
00

, 1 1 1
1 x

m
R x t E k t t E k t dt

x
 

  

              . 

             Бу системанинг асосий детерминанти  

         
1

2 1 1 2 ,0 ,1 ,2 1

0

2 0,
1

m
a b a b E k E k E k R t   

         
  

      ,1 ,21 1 1E k t t E k t dt
 

 
            

 

бўлиб, у нолдан фарқлидир. Шунинг учун  юқоридаги системадан   1y   ва  1y  ларни 

бир қийматли топилади.  1y   ва  1y   ларнинг топилган қийматларини (7) ва (11) 

ифодаларга қўйиб, масаланиниг ечимига эга бўламиз.  
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