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Аннотация�

В
 статье
 доказано,
 что
 алгебра
 
 
 относительно
 топологии
 
 является
 отделимой
 топологической

йордановой
алгеброй,
т.е.
все
алгебраические
операции
непрерывны
по
совокупности
переменных.


Annotation�
In
this
paper,
we
prove
that
an
algebra
with
respect
to
the
topology

is
a
separable
topological
Jordan
algebra,
i.e.


all
algebraic
operations
are
continuous
over
a
set
of
variables.
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Пусть�A-
JBW�–�алгебра�с�точным�нормальным�полуконечным�следом�.�
� Определение.� [1]� Топологией� сходимости� по� мере� на� JBW� –� алгебре� А� назовем�

топологию,�в�которой�базис�окрестностей�нуля�образует�множества�вида� ( , ), , 0N      ,�
где�

� � �  ( , ) | , , ( ) , ||| ||pN a A p p M p U a            .�

� Рассмотрим�свойства�множеств� ( , )N   �
� Теорема.�Множества� ( , )N   �обладают�следующими�свойствами:�

(i)
 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )N N N           ;�
(ii)
 ( , ) (| | , ),N N R        ;�
(iii)
 ( , ) ( || ||, )x N x     �где� , 0, 0R      ;�

(iv)
 2 2( , ) ( ,2 )N N    ,�где� 2 2( , ) { , ( , )}N a a N     ;�
(v)
 ( , ) (|| || ,3 )xN N x    ;�
(vi)
 если�� 1  ,�то� ( , ) { : ( ) }N e e       ;�

(vii)

, 0

( , ) {0}N
 

 


 ;�

(viii)
 если� 0 ( , )y x N     ,� то� ( , )y N   ,� т.е.� все� множества� � ( , )N   �
заполнены.�

Доказательство.�
� (i).Пусть� 1 1 2 2( , ), ( , )x N y N     ,� т.е.� существуют� ,p q �такие,� что�

1, , ( )p q M p      ,� 2( )q   �и� 1 2|| || , || ||p qU x U y   .�
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� Положим�e p q  ;�тогда�

� � � 1 2( ) ( ) ( ) ( )e p q p q               .�

Далее,� так� как� e p ,� то� e ep e pU x U x U U x  .� В� силу� положительности�

оператора� eU �и�из�неравенства�

� � � � � 1 1pU x   1 1 �
имеем�� 1 1e pU U x   1 1 ,�т.е.� 1|| ||eU x  .�Аналогично� 2|| ||eU y  .�Следовательно,�

� � � � 1 2|| ( ) || || || || ||e e eU x y U x U y       ,�

т.е.� 1 2 1 2( , )x y N        .�
� (ii).�Очевидно.�

� (iii).Пусть� , | |x A    �и� x de




  �-� спектральное� разложение� элемента� х.�

Тогда� для� || ||x  �имеем� 0e e 


   �и� если� e e e 


  ,� то� ( ) 0 0e      �и�

|| || || ||eU x x  .�
� Далее�
� � � � || ( ) || || || || ||e eU x U x x    .�

� (iv).�Пусть� ( , )x N   ,�т.е.�существует�идемпотент�

� � � � : , ( ) , || ||pp p M p U x        .�

� Если� 1 1/2 0x x x x   �пирсовское�разложение�элемента�х�по�идемпотенту�р,�то�

� � � 1 1/2 0,, 2 ,p p p px U x x U x x U x    .�

Пусть� 1/2( )g s x �-� носитель� компоненты� 1/2x �.� Положим�q p g  ,� тогда�q g ,�

т.е.� 0( )q J g .�Так�как� 2
1/2 1/2( ) ( )g s x s x  ,�то� 2

1/2 1( )x J g .�Поэтому� 2
1/2 0qx  .�Отсюда�

� � � 2 2 2 2
1 1/2 0 1/2 1 0( ) ( 2 ( ))q qU x U x x x x x x      �

� � � � 2 2 2
1 1/2 1q q qU x U x U x   �

В�самом�деле,�т.к.�q p ,�то� q qp q pU U U U  �и�значит�

� � � � 0 1/2( ( )) ( ( )) {0}q qU J p U J p  .�
Так�как�
� � � � 1 px U x ,�т.е.� 1|| ||x  �

то�
� � � � 2 2 2 2 2

1 1 1|| || || || || || || ||q qU x U x x x     .�

Причем� ( ) ( )q p g    .� Так� как� 1/2( )g s x �и� 1/2 1/2 1/2( ) ( )x J p J p  ,� то� по�

следствию� леммы� 2.3� из� [2]� 1 2g P P  ,� где� 1P �и� 2P �ортогональные� идемпотенты,�

эквивалентные�через�симметрию,�причем� 1P p .�Значит��

� � � 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )q p P P p P p             �
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� � � 2 1( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2P p P p          .�

Следовательно,� 2 2( ,2 )x N   .�

� (v).�Пусть� , ( , )x A y N    ,�т.е.�существует�идемпотент��

� � � , , ( ) , || ||pp p M p U y        .�

� Пусть� 1 1/2 0 1 1/2 0,x x x x y y y y      �-�пирсовские�разложения�элементов�х�и�
у�по�идемпотенту�р.�

� Положим�
� � � 1 1/2 2 1/2 1 2( ), ( ),e s x e s y q p e e      .�

В�силу�следствия�леммы�2.3�из�[2],� 1 1 1 2 2 2,e e e e e e       ,�где� 0,i i ie e e   �и�� ie �
эквивалентны�через�симметрию�и� ( 1,2)ie p i   .�Следовательно,��

� � � 1 2 1 2( ) ( ) ( )q q e e q e e             �
� � � 1 2( ) ( ) ( ) 3 ( ) 3q e e p           .�
� Далее,�
� � � 1 1 1/2 1/2 0 0( ) (q q pU xy U U x y x y x y    �

� � � 1/2 0 1 0 1 1/2 1 1( ) ( ) ) (q px y y x x y U U x y      �
� � � 1/2 1/2 1 1 1/2 1/2) ( )qx y U x y x y   .�

Но� 1 1/2( )q e s x   ,� следовательно,� 1/2 0qx  ,� т.е.� 1/2 0( )x J q .� Аналогично,�

1/2 0 ( )y J q �и,� значит,� 1/2 1/2 0 ( )x y J q ,� т.е.� 1/2 1/2( ) 0qU x y  .� Поэтому� 1 1( ) ( )q qU xy U x y .�

Но� 1 1 1 1|| || || || || || || ||x y x y x   .�Итак,�|| ( ) || || || , ( ) 3qU xy x q    ,�т.е� (|| || ,3 )xy N x   .�

� (vi)�если� , ( )e e   ,�то�для� p e 1 :�

� � � � ( ) ( ) , 0pp e U e      �

т.е.� ( , ) 0e N      .�

� Обратно,� пусть� ( , ) 1e N     .� Тогда� существует� идемпотент�q �такой,� что�

q M
  ,� ( ) , || ||qq U e     .�

� Пусть� p e q  ,� тогда� q qU e U p p  .� Если� 0p  ,� то� || || 1p  �и,� значит�

|| || || || 1qU e p    �что�невозможно.�Следовательно,�р=0.�Так�как��идемпотенты�e q q  �
и�e e q e   �эквивалентны�через�симметрию,�то��

� � � � ( ) ( ) ( )e e q q q        1 .�
Следовательно,��
� � � � ( , ) { , ( ) }N e e       �

при�� 1  .�
� (vii).�Пусть��
� � � �

, 0

( , ), 0x N x
 

 


  ,�



ИЛМИЙ�АХБОРОТ� � �
�

�147�2020/№6�
2016/№�23�

тогда� в� силу� (iv)�
, 0

( , )x N
 

 


  .� Существует� число� 0  �и� идемпотент�

2, , 0e e x e   �такие,� что� 2x e .� Пусть� ( ),e     �произвольны.� Так�

как� 2 ( , )x N   ,�то�существует� p ,�

� � � � � 2, ( ) , || ||pp M p U x       .�

В�силу�положительности�оператора� pU �имеем�

� � � � � 20 ( )p pU e U x  ,�

т.е.� || ||pU e  .�Значит��

� � � � � || || 1pU e 


  .�

� Отсюда,� как� и� в� (vi)� вытекает,� что� 0p e  ,� т.е.� ( ) ( )e p    1 .� Это�
противоречит�выбору�.�Следовательно,�х=0.�

� Свойство�(viii)�очевидно.�Теорема�доказана.�
� Топологию� сходимости� по� мере� обозначим� через� t.� Пусть� A


�-� пополнение� А� в�

топологии�t.�
� Следствие.�Алгебра� A


�относительно�топологии�t�является�отделимой�топологической�

йордановой� алгеброй,� т.е.� все� алгебраические� операции� непрерывны� по� совокупности�
переменных.�

�
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