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Аннотация 
 Мақолада математик анализнинг муҳим мавзуларидан ҳисобланган хосмас интеграллар, уларнинг 

турлари ва ҳисоблаш усулларини ўрганиш бўйича баъзи бир мулоҳазалар ёритилган. Бундан ташқари мақолада 
ҳар бир турга доир мисоллар ечимлари билан келтирилган. 

Аннотация 
В данной статье рассматривается одна из важнейших тем математического анализа‒несобственный 

интеграл. Внимание уделяется основным видам интеграла и способам их решения. Кроме того,примеры по 
каждому типу несобственного интегралав статье приведены с решениями.. 

Annotation 
In this article, some considerations on the study of specific integrals, their types and methods of calculation from 

important topics of mathematical analysis are covered. In addition, the article provides examples of each type with 
solutions.  

 
Таянч сўз ва иборалар:  аниқ интеграл, узлуксиз функция, чегараланган функция, узилишга эга бўлган 

функция, интеграл йиғинди, хосмас интеграл. 
Ключевые слова и выражения:  определенный интеграл, непрерывная функция, ограниченная функция, 

разрывная функция, интегральная сумма, несобственный интеграл. 
Keywords and expressions:  a definite integral, a continuous function, a limited function, a discontinuous 

function, an integral sum, an improper integral. 
 

Кўплаб амалий масалаларни ечиш интеграл тушунчасига олиб келар эди. Масалан, 
геометрияда эгри чизиқли трапеция юзасини топиш, физикада ўзгарувчан куч бажарган ишни 
ҳисоблаш, иқтисодиётда ишлаб чиқарилган маҳсулот ҳажмини аниқлаш каби масалалар ана 
шулар жумласидандир. Аниқ интеграл берилган  функция ва бирор чекли [a, b]  кесма бўйича 
тузиладиган интеграл йиғиндининг лимити каби аниқланар эди. Аниқ интеграл таърифида 
интеграллаш соҳаси чекли кесма ва интеграл остидаги функция чегараланган, деб қаралар эди. 
Аммо бир қатор амалий масалаларни ечишда бу шартлардан камида биттаси бажарилмайдиган 
ҳолатлар пайдо бўлиб қолиши мумкин. Мисол сифатида чексиз геометрик шаклларнинг юзасини 
топиш масаласи,  тенглама билан аниқланган гиперболанинг  ўқи атрофида 
айлантиришдан ҳосил қилинган жисмнинг  тенгсизлик билан аниқланган қисми қандай 
ҳажмга ва ён сиртга эга эканлигини аниқлаш масаласи ҳамда массаси маълум бўлган магнит 
полюсига токнинг чексиз тўғри чизиқли кесмаси томонидан таъсир этиш кучини аниқлаш каби 
масалаларни келтириш мумкин. Бундай масалалар хосмас интеграл тушунчасига олиб келади. 
Агар интеграллаш чегараси чексиз ёки интеграллаш чегараси чекли, лекин берилган кесмада 
интеграл остидаги  функция узилишга эга бўлса, у ҳолда бундай интеграл хосмас интеграл, деб 
аталади. Улар маълум бир аниқ интеграл қийматларининг у ёки бу ҳолдаги лимити каби 
аниқланади. Бу лимит мавжуд ва чекли бўлса, хосмас интеграл яқинлашувчи, акс ҳолда эса 
узоқлашувчи бўлади. 
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Юқорида биз кўплаб амалий масалаларни ечиш хосмас интегралга олиб келишини 
таъкидладик. Шунинг учун ҳам талабалар, энг аввало, хосмас интеграл, унинг турлари ва уларни 
ҳисоблаш усулларини мукаммал эгаллашлари керак бўлади.  

Хосмас интегралларни қуйидаги турларга бўлиб ўрганиш мақсадга мувофиқ, деб ўйлаймиз: 
10. Юқори чегараси чексиз бўлган хосмас интеграллар. 
20. Қуйи чегараси чексиз бўлган хосмас интеграллар. 
30. Ҳар иккала чегараси чексиз бўлган хосмас интеграллар. 
40. Интеграл остидаги функция интеграллаш чегараларидан бирида узилишга эга бўлган 

интеграллар. 
50. Интеграл остидаги функция интеграллаш чегаралари орасидаги нуқтада узилишга эга 

бўлган хосмас интеграллар. 
Қуйида буларнинг ҳар бирига алоҳида-алоҳида тўхталамиз. 

10.   (1)  интегрални ҳисоблаш керак бўлсин. Бу ерда  функция  да 

узлуксиз. Берилган интегрални ҳисоблаш қуйидаги тенгликка асосланади: 

  

Агар бу тенгликнинг ўнг томонидаги лимит мавжуд ва чекли бўлса, у ҳолда (1) хосмас 
интеграл яқинлашувчи дейилади ва у  оралиқда интегралланувчи дейилади. 

Геометрик нуқтаи назардан (1) хосмас интеграл  
чизиқлар билан чегараланган чексиз шаклнинг юзасини билдиради.  

1-мисол.   интеграл ҳисоблансин. 

Ечиш: (2) тенгликдан фойдаланамиз. 

 

 
20.  (3) интегрални ҳисоблаш керак бўлсин. Бу ерда ҳам  функция  

да узлуксиз. Бу интегрални ҳисоблаш қуйидагига асосланади:  

 
Агар бу тенгликнинг ўнг томонидаги лимит мавжуд ва чекли бўлса, у ҳолда (3) интеграл 

яқинлашувчи дейилади ва у  да интегралланувчи дейилади. 

2-мисол.   интеграл ҳисоблансин. 

Ечиш: 

 

 
 

30.   (5) интегрални ҳисоблаш талаб қилинган бўлсин. Бу ерда   функция 

 да узлуксиз бўлган функция. Бу интегрални қуйидагича ёзиш мумкин: 

      (6) 

Бу тенгликнинг ўнг томони 1- ва 2- типдаги интеграллардир. Уларни ҳисоблаш усули бизга 
маълум. 

3-мисол.      интеграл ҳисоблансин. 

Ечиш: 
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Агар юқоридаги интегралларда  функция учун бошланғич функцияни топиш қийин бўлса 

ёки уни чекли кўринишда ҳисоблаб бўлмаса, у ҳолда таққослаш аломатлари деб аталувчи 
қуйидаги теоремалардан фойдаланиш мумкин: 

1-теорема. Агар  оралиқда  ва   хосмас интеграл 

яқинлашувчи бўлса, у ҳолда  хосмас интеграл ҳам яқинлашувчи ва қуйидаги тасдиқ 

ўринли бўлади: 

      (7) 

4-мисол:  интеграл текширилсин. 

Ечиш: Интеграл остидаги  функция қуйидаги шартни қаноатлантиради: 

 

 

 
Демак, юқоридаги теоремага асосан берилган хосмас интеграл яқинлашувчи ва унинг 

қиймати  дан катта бўлмайди.  

2-теорема.  оралиқда  ва   хосмас интеграл 

узоқлашувчи бўлса, у ҳолда  хосмас интеграл ҳам узоқлашувчи бўлади. 

5-мисол.  интеграл текширилсин. 

Ечиш:  бўлганда интеграл остидаги функция қуйидаги шартни қаноатлантиради: 

 

 
Демак, 2-теоремага асосан берилган интеграл узоқлашувчи. 

3-теорема. Агар  бўлганда  ва  хосмас интеграл 

яқинлашувчи бўлса, у ҳолда   хосмас интеграл ҳам яқинлашувчи ва қуйидаги 

тенгсизлик ўринли бўлади: 

      (8) 

6-мисол:  хосмас интеграл текширилсин.  

Ечиш:  
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Демак, ихтиёрий k ҳақиқий сон учун берилган хосмас интеграл яқинлашувчи экан.  

7-мисол.   хосмас интеграл текширилсин. 

Ечиш: Бу интеграл эҳтимоллар назариясида муҳим ўрин тутади. Шунинг учун эҳтимоллик 
интеграли дейилади. Аммо берилган интеграл элементар функциялар билан ифодаланмайди. 
Шунинг учун бу ерда таққослаш аломатидан фойдаланамиз. Бунинг учун  ифодани 
қараймиз.  бўлгани учун  ёки . Бундан эса 

.  Демак, . 

 интегрални яқинлашувчи эканлигини кўрсатиш қийин эмас. Демак, таққослаш 

аломатига асосан ҳам яқинлашувчи. Аммо  бўлгани учун 

таққослаш аломатига асосан берилган интеграл ҳам яқинлашувчи бўлади. 
40. Энди чегараланмаган функциялар учун аниқ интеграл тушунчасини умумлаштирамиз. 

Берилган  функция (a; b] ярим оралиқда чегараланмаган, аммо ихтиёрий  
учун бу функция  кесмада чегараланган ва интегралланувчи бўлсин. Бу ҳолда 

 
функцияни қараш мумкин.  

Берилган  функциянинг [a; b] кесма бўйича хосмас интеграли қуйидагича аниқланади: 

 
Агар (9) нинг ўнг томонидаги лимит мавжуд ва чекли бўлса, у ҳолда берилган хосмас интеграл 

яқинлашувчи бўлади, акс ҳолда узоқлашувчи бўлади.  

8-мисол.   хосмас интеграл текширилсин. 

Ечиш: Бу ерда уч ҳол бўлиши мумкин. 
1-ҳол.   бўлсин. 

 

Демак, бу ҳолда берилган хосмас интеграл яқинлашувчи ва унинг қиймати  га тенг. 

2-ҳол.  бўлсин. Бу ҳолда  

 
Демак, бу ҳолда хосмас интеграл узоқлашувчи. 
3-ҳол.  бўлсин. Бу ҳолда  

 
Демак, бу ҳолда ҳам берилган хосмас интеграл узоқлашувчи экан. 
Агар  функция [a; b) ярим оралиқда чегараланмаган, аммо ихтиёрий  

учун бу функция  кесмада чегараланган ва интегралланувчи бўлса, у ҳолда қуйидаги 
тенглик ўринли бўлади: 
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Бу ерда ҳам (10) тенгликнинг ўнг томонидаги лимит мавжуд ва чекли бўлса, берилган хосмас 
интеграл яқинлашувчи, акс ҳолда узоқлашувчи бўлади.  

9-мисол.    интеграл ҳисоблансин. 

Ечиш: 

 
Демак, берилган хосмас интеграл яқинлашувчи. 

10-мисол. 

 
Демак, берилган хосмас интеграл узоқлашувчи экан. 
50. Агар  функция [a; b] кесманинг бирор ички x=c нуқтасида чегараланмаган 

бўлса, у ҳолда хосмас интеграл 

        (11) 

тенглик орқали киритилади. Бу тенгликнинг ўнг томонидаги хосмас интегралларни ҳисоблаш 
усуллари маълум. 

 11-мисол.    интеграл текширилсин. 

Ечиш: Интеграл остидаги функция с=0  нуқтада узилишга эга ва чегараланмаган. Шунинг 
учун (11) тенгликка асосан қуйидагига эга бўламиз: 

 

Бу тенгликнинг ўнг томонидаги интегралларни 
ҳисоблаш усуллари бизга маълум. 

Хосмас интеграллар, уларнинг турлари ва ечим 
усуллари талабалар томонидан мукаммал 
ўрганилгандан сўнг улар билан қуйидаги масалаларга 
ўхшаш масалаларни ечиш мумкин. 

12-мисол. ху=1 гиперболани ОХ ўқи атрофида 
айлантиришдан ҳосил қилинган жисмнинг  
тенгсизлик билан аниқланган қисмининг ҳажми топилсин. 

Ечиш: Берилганларга асосан шаклни ясаймиз (1-

расм).  ва  бўлгани учун изланаётган ҳажм учун 

қуйидаги интегралга эга бўламиз: 

 

 
Хосмас интегралларни ўрганишни юқоридагидек ташкил қилиш талабалар ўзлаштиришининг 

самарали бўлишини таъминлайди. 
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